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CUVÎNT INTRODUCTIV 





în uitimele decenii, matematica a cunoscut o dezvoltare vertiginoasă, d terminată, pe de 
o parte, de necesitatea lăuntrică a clarificării şi sistematizării conceptelor și metodelor sale 
fundamentale, iar, pe de altă parte, de cuceririle celorlalte ştiinţe (in special ale fizicii) si ale 
tehnicii. 

La rindul său, această dezvoltare, marcată mai ales prin apariţia unor noi domenii de 
cercelare matematică, s-a dovedit extrem de fructuoasă pentru ştiinţă si tehnică. Este sufi- 
cient să amintim contributia logicii matematice la studiul mecanismelor automate, a analizei 
funcţionale la cercetarea ceior mai complexe probieme de fizică si a teoriei informației la ciber- 
netica tehnică. 

Aparitia de noi domenii ale matematicii a pus într-o lumină nouă cunoştinţele din do- 
meniile clasice ale acestei ştiinţe și a făcut necesară revizuirea şi retundarea unor noţiuni de bază 
al căror continut traditional era depăşit. 





in ce priveşte analiza matematică obiectul expunerii din manualul de față — evoluţia 
conceplelor sale fundamentale s-a produs in mai multe etape. fiecare dintre acestea corespunzind 


unui anumit stadiu de dezvoltare a matematicii si а ştiinţei în general. 






stfel, notiunea de funcție, concepută initial ca polinom, a fost apoi extinsă la clasa funcții- 
lor pe care astăzi le numim elementare, pentru ca mai tirziu, o dată cu utilizarea pe scară largă 
a teoriei mulțimilor în matematică, această noţiune să fie definită într-un mod foarte general 
şi simplu, ca o corespondenţă între elemente a două mulţimi oarecare. 

Tot astfel, noţiunea de limită, concepută de Leibniz și wton — genialii initiatori ai 
calculului diferenţial și integral — în mod intuitiv, dar neriguros, in legătură cu mărimile 





variabile, a fost apoi precizată de către Cauchy acum mai mult de o sută de ani, care a reusit 
sà surprindà ceea ce era esenţial în noțiunea intuitivă de limită. O dată cu introducerea topo- 
logiei ca instrument de cercetare matematică, noţiunea de limită a fost adaptată la cele 
mai generale spatii topologice. 

Notiunile de derivată si de integrală au suferit de asemenea prefaceri substantiale. Este 
«uficienl să amintim extensiunile integralei date de Riemann, Lebesgue şi alţii şi de extensiunea 
derivatei de la funcțiile obişnuite la funcţiile de mulțime (măsuri). 


* ES * 

În lumina celor de mai sus rezultă cà a devenit necesará punerea pe baze noi a unora 
dintre cunoştinţele de matematică predate în învățămîntul de cultură generală. Trebuie recu- 
noscut deschis că o astfel de innoire implică în mod necesar renunțarea curajoasă la multe obis- 
nuinle si învingerea rutinei, in interesul pregătirii temeinice a viitoarelor cadre pentru con- 
struirea societăţii noi, socialiste. 

În această ordine de idei este cu totul imbucurátor faptul cá programa școlară de Ana- 
liză matematică pentru clasa a X I-a reală, aprobată în anul 1959 de Ministerul Învățămîntului 
şi Culturii, vádeste preocuparea de adaptare la stadiul actual al acestei discipline a matema- 
ticii. Călăuzit de această preocupare, ministerul a solicitat sprijinul catedrei de calcul diferen- 
tial si integral de la Facultatea de matematică si fizică din Bucureşti, iar academicianul 
Miron Nicolescu, şeful catedrei, ne-a încredințat elaborarea acestui manual. 
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Ordinea de expunere indicată în programa şcolară ne-a permis introducerea unor elemente 
de modernizare ca, de exemplu, citeva noţiuni sumare despre teoria mulțimilor (care, de alt- 
fel, ar putea fi introduse cu succes încă din clasele anterioare) limbajul vecinátátilor, studiul 
limitelor de şiruri ca preambul la studiul limitelor de funcţii, eliminarea unor notații care se 
pretează la confuzii etc. 

Trebuie subliniat faptul important cá introducerea elementelor de modernizare nu numai 
cá nu ingreuiazá intelegerea expunerii, dar, dimpotrivá, o simplificá in mod apreciabil. In ace- 
lasi timp, nu mai este necesar ca in invátámintul superior să fie revizuite cunoştinţele dobindite 
de elevi in liceu, ci doar ca ele să fie aprofundate şi completate. 


* 
* * 


Probabil că cea mai de seamă dificultate pe care o intimpiná începătorul atunci cînd abor- 
dează analiza matematică o constituie noutatea tipurilor de concepte şi de raționamente care 
intervin în această disciplină, în comparaţie cu acelea definite și utilizate în algebră şi geometrie. 

Tocmai aprecierea acestui fapt ne-a determinat să ne concentrăm în mod permanent 
atenţia asupra căilor de urmat, pentru ca expunerea — ráminind corectă din punct de vedere 
ştiinţific — să nu comporte, totuși, prea mari dificultăţi de înțelegere. În acest sens, folosind 
experiența bogată a școlii românești de analiză matematică, ne-am decis să tratăm limitele 
de funcţii cu ajutorul limitelor de şiruri, iar pe acestea din urmă cu ajutorul vecinătăţilor, 
considerind că astfel sint posibile definiţii și raționamente mai apropiate de intuiţie, decit acelea 
utilizate de clasica „analiză prin e“ (= a fost aproape complet eliminat). În acelaşi timp, am 
evitat acel gen de pseudodemonstratii, atit de frecvente în unele manuale din trecut, preferind 
să substituim demonstratiile dificile sau a căror prezenţă ar fi afectat economia expunerii cu 
justificări intuitive, atrágind însă atenţia că modelul intuitiv sugerează doar faptul mate- 
matic, fără a-l demonstra. În alte cazuri, am dat demonstraţii cu literă mică, ráminind ca pro- 
fesorul să decidă — în funcție de nivelul clasei si propria planificare — dacă să le parcurgă sau 
nu cu elevii. 

Am încercat să facem cit mai accesibilă expunerea si să realizăm fixarea și adincirea cuno- 
stintelor, inserind în text numeroase exemple si aplicaţii tratate complet. 

Pentru a completa unele chestiuni, ca şi pentru a preîntimpina eventuale neînţelegeri 
și confuzii, ori de cite ori a fost necesar am adăugat observații — menţionate ca atare în mod 
explicit. 

Observațiile si exemplele mai importante figurează cu literă mare, iar acelea care consti- 
tuie în mod strict un auxiliar pentru înţelegerea expunerii — cu literă mică. 

La fiecare capitol am propus pentru rezolvare numeroase exerciții, dispuse în ordinea 
de expunere a capitolului respectiv. Tratarea lor este usuratá de prezența, la sfirşitul manua- 
lului, a unei anexe speciale de indicaţii si răspunsuri, 


* 
* ж 


Conceperea și redactarea unui manual de analiză matematică pentru liceu implică 
mari dificultăți, pe care, fără îndoială, nu am fi izbutit să le învingem singuri. 

Tinem să aducem multumirile noastre în primul rind prof. acad. Octav Onicescu, acad, 
Miron Nicolescu si prof. Mihai Neculce, care, pe lingă multe observaţii preţioase făcute asupra 
manualului, au contribuit la formația noastră matematică. 

În tara noastră, modul modern de prezentare a analizei matematice, adoptat în acest 
manual, a fost introdus, adaptat și prelucrat de acad. Miron Nicolescu. 

Acad. Miron Nicolescu a urmărit îndeaproape elaborarea prezentului manual, fiind în 
același timp şi referent științific. Îi datorăm de asemenea nota istorică de la sfirşitul manualului. 

Tuturor le exprimăm pe această cale mulțumirile noastre. 
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CAPITOLUL I 


NUMERE 


$1. NUMERE REALE 


1. Numere întregi, numere raționale, numere reale 


a. Numerele naturale sint: 1, 2, 3, 4, ..., n, .. Totalitatea (sau mul- 
țimea) acestor numere se notează cu litera №. Cu numerele naturale se pot 
efectua două operaţii, care conduc tot la numere naturale: adunarea şi 
înmulţirea; suma m + n și produsul m'n a două numere naturale sint de 
asemenea numere naturale. 

Se poate efectua si operaţia de scădere m — n, dacă m > n, si rezul- 
tatul este tot un număr natural. Dacă m < п, operaţia de scădere nu se 
mai poate efectua în cadrul numerelor naturale. Pentru a extinde operaţia 
de scădere si la acest caz, se introduc si alte numere. 

b. Numărul 0. Pentru a putea efectua operaţia de scădere m — n, in 
cazul cind m = n, se introduce numărul 0, m— n = 0. Numărul 0 аге 
efect nul in adunare, in sensul cá, adunat cu orice numár natural n, il lasă 
neschimbat: n + 0 = n. Numărul 0 are de asemenea proprietatea că, în- 
mulţindu-l cu orice număr natural n, se obţine 0, 0 -n = 0. 

Se observă cá, in mulţimea formată din numerele naturale și 0, adu- 
narea si înmulţirea ne conduc la numere care fac parte tot din această 





mulţime. 

c. Numerele întregi. Pentru a putea efectua scăderea m — n în cazul 
cînd m < n, se introduc numerele — 1, — 2, — $, n — n, .. 

Multimea numerelor întregi este formată din numerele ..., — п, ..., — 2, 


— 1, 0, 1, 2, ..., n, ... Cu numerele întregi se pot efectua trei operaţii, care 
conduc tot la numere întregi: adunarea, scăderea şi înmulţirea. 
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Cu numerele întregi (în particular cu numerele naturale) se poate efectua 
de asemenea operaţia de împărţire *, m: n; dacă m este multiplu al unui 
număr întreg n diferit de 0, rezultatul împărțirii m: n este tot un număr 
întreg. Dacă, însă, m nu este un multiplu al lui л, împărţirea nu se mai 
poate efectua în cadrul numerelor intregi. Operația de împărțire se poate 
extinde şi la acest caz, introducind si alte numere. 


T . E ^ y n . In А 
d. Numerele rationale se pot serie sub formă de fractie —» unde m si n 
n 


sint numere întregi, iar n diferit de 0. Orice număr întreg m poate îi seris 
a fraetie sub forma = › deci printre numerele rationale se află toate nu- 
merele întregi. 
Un număr rational se poate scrie sub formă de fracţie în mai multe 
m —m 2m  —?m km 


moduri : —› وو وسر‎ ‚++ Toate aceste fracti! reprezintă acelaşi 
n —n 2n  — 2n kn 





număr rational. Dacă m şi n sint prime între ele (adică dacă nici un număr 
natural, în afară de 1, nu este divizor comun al lui m şi n), fractia ^. se 

n 
numeşte ireductibilă. Orice număr rational se poate serie într-un singur mod 
ca fractie ireductibilă cu numitorul natural. 

Cu numerele raţionale se pot efectua operaţiile de adunare, scădere şi 
înmulţire şi rezultatul este tot un număr raţional. De asemenea, în cadrul 
mulțimii numerelor rationale se poate efectua 81 operaţia de împărţire cu 
un număr diferit de 0, adică prin împărţirea unui număr rational r cu un 
număr rational s diferit de 0 se obţine tot un număr rational. 

e. Numerele reale. Numerele raţionale se pot reprezenta şi sub formă 
de fractie zecimală ; 

бз. 0006 CF cea 


unde a, este partea întreagă, iar 0, 2,0504 ... а, ... este partea zecimală. Partea 
zecimală poate să fie finită, sau infinită şi periodică (simplă sau mixtă). 
23 5 С CODE -" 
Exemple : = 0,184; — = 0,454545..; = = 1,4666... 
125 11 30 
Fractile zecimale cu partea zecimală infinită şi neperiodică .reprezintă 
numerele iraționale. 


Exemple: 0,101001000100001...; |2 = 1,4142...; п = 3,1415926536.., 





* A împărţi exact numărul întreg т la numărul întreg n înseamnă а găsi un număr în- 
treg p, şi numai unul, astfel incit m = np. (Se spune cá m este un multiplu al lui n.) Dacă n—0 
şi m=£0, egalitatea precedentă nu este verificată de nici un număr întreg p; dacă n = 0 si m—0, 
egalitatea precedentă este verificată de orice număr întreg p. Rezultă că dacă n = 0, impár- 
firea nu se poate efectua, 
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Atit numerele rationale, cit si numerele iraționale se numesc numere 
reale. Mulțimea numerelor reale se notează cu litera R. 

Cu numerele reale se pot efectua, ca şi cu numerele raţionale, toate cele 
patru operaţii: adunarea, scăderea, înmulţirea si împărţirea (printr-un 
număr diferit de 0), rezultatul este tot un număr real. 

În loe de număr real, se spune, 
mai simplu număr. 

Numărul — y se numește opusul 
numărului y. Opusul lui 0 este tot Û. 
A scădea din x pe y inseamnă a aduna 
pe zeu — y: NUME RE INTR EG 

ж—— y = z + (— y): 
Operația de scădere se reduce 


astfel la cea de adunare. 
: | 5 1 
Dacă y +0 numărul — se nu- 
y 
meşte inversul numărului y şi se mai 


notează у '. Inversul lui 1 este 1, 





iar inversul lui — 1 este — 1. A 

impárti ре z la y înseamnă a inmulti Fig 1. 
1 

pe z cu =: 
y 


х 1 » 
= p= = y. 
J J 
Operatia de împărţire cu un număr diferit de 0 se reduce astfel la 
înmulţirea cu inversul acestuia. 
17 : А т Е 1 
Singurul număr care пи аге invers este numărul 0, deoarece impártirea — 
= 0 
nu se poate efectua (nu are sens). 
În figura 1 se prezintă schematic diferitele mulţimi de numere consi- 


derate mai sus. 


2. Relaţia de ordine 


Oricare ar fi numerele x si у, avem una, şi numai una, din următoarele 


trei posibilităţi : sau z < y (x este mai mie decit y), sau 2 = у (x este egal 
cu y) sau z > y (x este mai mare decit y). 


Dacă z nu este mai mare decit y, atunci x poate fi mai mic decit y sau 
egal cu y şi se scrie z « y (x este mai mic sau egal cu y). De asemenea, 
dacă x nu este mai mic decit у, atunci z poate fi mai mare decit у sau egal 
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cu y şi se scrie x > y (x este mai mare sau egal cu y). Rezultă cá avem: 
z< y, dacă are loc una din relaţiile: z = y sau x < y. 

Așadar, între numerele reale există o relație de ordine. Se spune cá mul- 
țimea numerelor reale este ordonată după mărimea numerelor. 

Dăm cîteva proprietăți mai importante ale relaţiei de ordine: 

1) Dacă xy şi у < т, atunci t= y. 
) Dacă z < y si y <z, atunci x < z (relaţia de ordine este tranzitivá). 
3) Dacă z < y, atunci 2 + 
) 





z< y +z, oricare ar fi z. 
xz < yz, oricare ar fi z> 0, 


4) Dacă z < y, atunci | 


| 222 
1 


5) Dacă 0 < x< y, atunci 





yz, oricare ar fi z « 0. 


` 





® y 


Observaţii. Proprietăţile 2), 3), 4) si 5) sint adevărate si dacă se înlocuiesc semnele < si 


y y 


respectiv cu < şi >. 


N/ 


Proprietatea 5) nu mai este general adevărată dacă unul din numerele z si y este 


«0 
Ed 4 
y 





1 A 
de exemplu — 2 — 3, dar < —. Dacă însă r < y < 0, avem de asemenea — >> 


— 2 3 x 


În cazul cînd = 
spune că х este un număr pozitiv. Dacă c este pozitiv si se precizează cá 
2 >> 0, se spune cá z este un număr strict pozitiv. In mod analog se definesc 


2, 


numerele negative (ж < 0) şi cele strict negative (x < 0) *. 


> 0, dar nu se precizează dacă x = 0 sau z > 0, se 


3. Modulul 


Modulul sau valoarea absolută a unui număr x se notează | x | si se defi- 
neste astfel: 


т, dacă 7 2 0; 


|z| = | 0, dacă 2 — 0; 
p т, dacă z < 0. 











А 1 1 
Exemple: |7| = 7; 10,5 | = 0,5; 1—3 | = 3; | | * 
2 2 


Modulul are următoarele proprietăţi : 





1) | z| 20, oricare ar fi 2; dacă x = 0, atunci | 2 | = 0, si reciproc, 
dacă | x | = 0, atunci x = 0; rezultă cá x Æ 0 dacă, si numai dacă, | x | > 0. 
2 |—2z|2|zl. 





* Rezultă cá numărul 0 este si negativ si pozitiv. Acest fapt, care pare neobişnuit, este 
о consecinţă a terminologiei adoptate mai sus, care, însă, este necesară în capitolele următoare, 





avem : 


cá mul- 


zitivă), 


> 0, se 
>ază cá 
lefinesc 


se defi- 


ciproc, 
| >0. 


nuit, este 
mătoare, 
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3) |х-+у|<||+ у; Ix—yl«lzlclyl 
(Modulul sumei sau modulul diferentei este mai mic sau egal cu suma mo- 
dulelor.) 


Exemple: | —8 +31 < 1—8 1-13 1 ;112—71 < 112| +171. 


1 б 





&|їхї—|у||<1@—у!; |!т|—!у!<1!-+-у1|. 
(Modulul diferenţei modulelor este mai mic sau egal cu modulul dife- 
rentei, sau cu modulul sumei.) 





Exemple: |1—31 1—5 | = 1—3 — (— 5) | ; 


| 
|i —31—151 | < |— 3 + )-5( |. 


E bellos] | ЕЛ, (y #0). 


(Modulul produsului este egal cu produsul modulelor; modulul citului este 
egal eu citul modulelor.) 

6) Dacă |x| <c, atunci — c < 2 
atunci | z | < c. 


< c si reciproc, dacă — ec «& z < е, 





- a 


Exemplu: |—3| < 7 este echivalent cu — 7 < — 3 < 7. 


Proprietățile 1) si 2) sint evidente. 
Pentru demonstrarea primei părți a proprietăţii 3) , se consideră succesiv cele patru 


cazuri posibile: 2 20 şi y >= 0, xt > 0si y ŞO, х<0 şi y 20, x SO şi y xO. 

De exemplu, să considerăm zr 20 si y «0; atunci |хт|=х şi | yl = — y; 
dacă r--y 20, atunci | 2+ у| = = +09 = |2] < |21101; dacă r+ yso, 
atunci |z+yl=—r—y=—zrlylslylslri+lyl 


În cazul cind x « 0 şi y 220, se procedează in mod analog. În cazul cînd x si y sint ambele 
pozitive sau ambele negative, prima parte a proprietăţii 3) este verificată cu egalitate. 
Partea a doua a proprietăţii 3) se deduce apoi imediat, astfel : 


le—yl=le+(ogisizi+i—yl=lzlxrilyle 
Pentru demonstrarea primei părţi a proprietăţii 4) se aplică proprietatea 3) nume- 
relor х — y si y, apoi numerelor y — x $i x: 
Iz|-|iz—guy-c-ylsit—ul-ctiyl, 
deci : 
lezl—lyislz—yl 


În mod analog: 


1р1 = lg—z+ezlsly—zir+iri 
десі : 
101—1 21< 10—21 = |x —- gl. 
Deoarece | tz 1— (gy 1| este egal cu unul din numerele | x | — | y | sau | y | —|zl, 


rezultă : 


[їхї—1у!| Sir— yl. 
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Pentru demonstrarea părții a doua a proprietății 4) se aplică proprietatea 3) mai intii 
numerelor x y şi y, apoi numerelor y + x $i — z. 
Proprielatea 5) este imediată, 


Pentru demonstrarea proprietăţii 6) se procedează astfel : 








Să presupunem cá | c! ل‎ с. Atunci т Dacă am avea х < — с, atunci — x c 
de unde | х | > c, ceea ce ar contrazice ipoteza. Așadar, cT 
Reciproc, să presupunem cá — c < x x c. Dacă x este pozitiv, atunci | x| = x, deci: 
2 ^. Dacă x este negativ, atunci | a — v este pozitiv şi x < c, de unde de ase- 
menea | x | & c. 


4. Reprezentarea numerelor prin puncte pe o dreaptă 


În geometria analitică se arată că numerele reale pot fi puse în cores- 
pondentá biunivocá cu punctele unei drepte (d), pe care s-a fixat un punct 
O (originea), un sens pozitiv şi o unitate de lungime. 

Dacă, în această corespondenţă, M este 





0 / x y punctul care corespunde numărului 2, nu- 
———+—————ҥк— mărul xz se numește abscisa punctului M 
Ü А М N (fig. 2). Dacă M şi N sint două puncte 
— + ale dreptei, de abscise respectiv x şi y, 
Fig 2 distanța dintre M si N este egală cu modu- 

lul diferenței absciselor | z — y |. 


Dată fiind corespondența biunivocă dintre numerele reale şi punctele 


unei drepte, se identifică un punct M cu abscisa sa z. De aceea se poate spune 
„punctul z“, intelegind prin aceasta „punctul care are abscisa 2“. De exemplu, 


se poate spune: punctul 0, punctul — 2, punctul — etc. 


m | o2 


$2. PUTERI ÎNTREGI SI RATIONALE 


1. Puteri naturale 


Dacă a este un număr real si n un număr natural, se notează cu a" pro- 
dusul a n factori egali cu а: 


= quad... da. 
de n ori 





ıi intii 


rct 


, deci : 


de ase- 


cores- 
punet 


H este 
r, nu- 
lui M 
uncte 
ȘI Y, 
modu- 


netele 


spune 
mplu, 


7" pro- 
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Numărul а” se numeşte puterea a n-a a lui a; numărul a este baza puterii, 
iar n este exponentul puterii. Puterile cu exponent natural se numesc puteri 
naturale. 

Regulile operaţiilor cu puterile naturale sint cunoscute din clasele pre- 
cedente; de aceea nu le mai dăm aici. 

O inegalitate importantă relativă la puterile naturale, cu numeroase 
aplicaţii în analiza matematică, este inegalitatea lui Bernoulli : 

Dacă a > 0, atunci, oricare ar fi numărul natural n, are loc inegalitatea : 





(4 22 а)" > 1 -+ na | 





Într-adevăr, dezvoltind (1 + а)” după formula binomului lui Newton. 
obtinem : 
А * y o5 чә 4 » n(n — 1) Sut 
([--4)-—1-rCla-rCie-...--a- {= y; es ga е; + 
9 
+ а" > + па. 


Aplicaţii. 1) Dacă a >2, atunci, oricare ar fi numărul natural n, 
are. loc inegalitatea: 





Într-adevăr, să notăm А = а — 1; deci A z1 şi a = A + 1. Atunci: 











а" = (1 + A) > 2»1-4n. 
Exemple: 2n > n + 1 pentru orice n natural; 10" > n + 1 pentru orice n natural; 
В e e 1 "cdm d 1 ted 
т” >> п--1 репіги oricen natural. Rezultă cá : — < - X omm ES - کک‎ etc. 
2" п + 1 e LOL n 4-1 n 


2) Dacă а > 1, atunci, oricare ar fi numărul real а, se poate găsi un 
număr natural n, astfel incit 


Să notăm А = а — 1; deci А > 0 si a = A + 1. Se poate găsi un număr 
natural n, astfel cá nA > a. Atunci: 


ПЕЕ (1 ل‎ A yt > 1 ue nA > 1 20 — Qa 


3 А Ж "i 
Exemplu: a= —» ®=10°; rezultá A = —. Luind, de exemplu, n = 10%, se obţine 
ә 2 
а . 3.10% 5 
n А = 5 • 105 > 105, deci | - | > 105. 
2 
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2. Puteri întregi 


Puterea cu exponent 0 a unui număr a Æ 0 este prin definiţie: 


Puterea 0° nu are sens *. 


Puterea cu exponent negativ а unui număr а 4-0 este prin definiţie: 


а= = (n natural). 
a" 

Puterea 0” nu are sens, oricare ar fi n natural, deoarece 0" = 0 si îm- 
pártirea cu 0 nu are sens. 

Puterile а* cu exponent k întreg se numesc puteri întregi. 

Calculul cu puterile întregi se face după aceleași reguli ca şi calculul 
cu puterile naturale. 

Trebuie reţinut că puterea 0* are sens numai pentru exponent A natural. 


3. Radicali 


Sá considerám ecuatia : 
4" =a (а 2-0, n natural). 


Această ecuaţie are cel mult o soluţie pozitivă. Într-adevăr, dacă z, si 2, 
ar fi două soluţii pozitive diferite ale acestei ecuaţii (2% = a, a? = a), si, 
dacă de exemplu, z, < zy, atunci Z < 25, ceea ce este în contradicţie cu 
egalitatea 2} = 25 = a. 

Din acest rationament nu rezultá cá ecuatia precedentá are o solutie 
(pozitivă). Existenţa unei astfel de soluţii se poate stabili in mod riguros; 
demonstraţia acestui fapt depăşeşte, însă, cadrul manualului. 

Soluţia pozitivă — unică — а ecuației precedente se scrie, simbolic, 
astfel : 

1 
ja 


=a = |а (a >: 0, n natural) 


şi se numește radical de ordinul n din a (sau radical indice n din a). 


* Asupra acestei chestiuni se va reveni la capitolul V, 





im- 


ulul 


га]. 


utie 


ros; 


jlie, 
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Regulile operaţiilor cu radicali sint cunoscute. Reamintim doar regula 


următoare : 
nb| — = —0 = К atur 1 
Га? = Y'a (a > 0, n şi p numere naturale). 


Observaţii. 1° Dacă a < 0, ecuaţia 2?" = а nu are nici o soluţie (reală), 
deoarece z?" > 0; iar ecuaţia 221 = а are o soluţie negativă, care se poate 


ani — 


Vi Us Í * ^ 
nota si in acest caz Ja. De exemplu, ecuaţia 4? = — 27 are solutia 
negativă j— 27 = — 3. 


Regula specificatá.mai sus nu mai este, in general, adeváratá pentru 


radicalii numerelor negative. De exemplu, Y —1 = — 1, dar Y(—1? = 


= 1 =1. 


29 Avem la? = | z |, oricare ar fi z. De exemplu, | — 1)2 = |—1 | = 1. 


4. Puteri raţionale 


5 2 m РА = * d ^ 
Fie a > 0 şir = — un număr rational; putem considera cá numitorul n 
п 


este număr natural, amplificind la nevoie си — 1. 
Puterea lui a cu exponentul rațional r este prin definiţie 


şi nu depinde de modul în care r este scris ca frac(ie (cu numitorul număr 





mp 
1 м м . m а "AM. 
natural) Într-adevăr, dacă se scrie r — 7P (p natural), atunci а"? = 
np 
m 
"pm nm E NE. 
= "а"? = Ya" =a", deoarece a > 0. 


Puterile cu exponent rational se numesc puteri raţionale. 
Calculul cu puterile raţionale se face după aceleași reguli ca şi calculul 


cu puteri întregi. 


T. = =; ^ 5 5 m * 
Observaţii. 1° Dacă r este strict pozitiv, atunci r = —» eu m ў m numere 
n 


, "m 
naturale; în acest caz, 0' = 0” = 0. 
2? Puterile rationale nu au sens dacá baza este strict negativă, a < 0, 
. а жү, . ^ 
deoarece, in acest caz, egalitatea "Гат? = ya" nu mai este in general ade- 


vüratà. 
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EXERCITII 


Fie a si b două numere strict pozitive. Se stie că media armonică, media 


geometrică si media aritmetică a acestor numere sint respectiv : 
DU y ggg = [a 


Să se demonstreze inegalitátile : 


L m, m.m 


23. Marit — m, > m,— m, 





3. Să se demonstreze că, oricare ar fi numerele pozitive a, b, c, are loc 


inegalitatea : 
a? ± 02 + c? — ар + be + са. 


4. Să se demonstreze cá, oricare ar fi numerele strict pozitive a, b, c, 


are loc inegalitatea : 
abla + b) + be(b +c) + cale + a) > 6 abe. 


Cu notatiile de la exercitiul 1) să se demonstreze că, dacă 0 < a < b 
Ly * ? ? 


au loc inegalitàtile : 





” ay 
9. 705 1) Mar ——— « 
4á 
: b ay 
6. Marit — m; —. 
? 8а 


7. Să se demonstreze că, oricare ar fi numerele reale a,, a5, bi, ba, are 
loc inegalitatea (Cauchy-Buniakovski) : 


(aibi + daba)? < (а +a: 


) (b? + b3). 


Sã se generalizeze. 
8. Să se demonstreze că, oricare ar fi numerele reale strict pozitive 
а, b, c, r, s, t, are loc inegalitatea: 


а b e veh îs HI 


9. Să se demonstreze că, oricare ar fi numerele reale a, ..., @„, 53, ..., Dn 


are loc inegalitatea (Minkovski) : 








edia 


- loc 


D, С, 


are 


itive 


TAM 
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10. Sá se demonstreze cá, oricare ar fi numerele reale a si b (a = b), 


29 


au loe egalitátile : 











a b--|b—a / A 
= max. (a, b) 
) 
51 
1--b |b— a a 
M uds = = min. (a, b), 
) 
unde max. (a, b) si min. (a, b) sint — respectiv — cel mai mare şi cel mai 


mic dintre numerele a și b. 


Să se demonstreze că, oricare ar fi numărul real a, au loc inegalitátile : 








11. |a + ES |> 1 (а = 0). 
19 2a — 1 
AS E r1 


Să se rezolve ecuaţiile: 








є > лл 214-2 
13. 3 | 2—5 = 1—7 [ z]. 14. Є 3121-1. 
15. [|z| —2— 5| x | — 1. 16. — 5| x |+ 8= 7 — 32. 
17. 3| z| +1 = 5x — 2. 18. 5|z| 24-122 — 3. 
Sá se discute, in raport cu valorile lui a, b, c, ecuaţiile: 


19 al BSB, 20. a 
91. Să se demonstreze că, oricare ar fi numărul natural » şi numerele 
7 3 


reale а si b supuse condiţiilor 0 < a < 1 < < 2, are loc inegalitatea: 


Хаф" -- 1 < 21 1. 





z|-4-bz-.c. 


29. Să se demonstreze cá, oricare ar fi numărul natural n şi numărul 


real a, 0 < a < 1, are loc inegalitatea: 


1 — a" > n(1 — a). 






























CAPITOLUL II 


NOȚIUNI ELEMENTARE DESPRE MULȚIMI 


$1. MULȚIMI, OPERATI CU MULȚIMI 


1. Exemple de mulțimi 


Noţiunea de mulţime este o noţiune primară, adică nu se poate defini 
cu ajutorul altor noţiuni mai simple. De aceea se precizează înţelesul acestei 
noțiuni prin cîteva exemple de mulțimi concrete : 

Mulțimea oamenilor de pe glob. 
Mulțimea cărţilor dintr-o bibliotecă. 
Mulțimea elevilor dintr-o clasă. 


) 

) 

) 
4) Mulțimea numerelor reale, R. 

) Mulțimea numerelor naturale, JV. 

) Mulțimea literelor din alfabetul latin. 

) Mulțimea teoremelor dintr-o carte de matematică. 

8) Orice loc geometric. De exemplu: mulţimea punctelor din plan 

(sau din spaţiu) egal depărtate de un punet fix. 
д, 0-5, 2. 


10) Mulțimea formată numai din numărul 7. 





9) Mulțimea formată din numerele 


Multimile sint formate din obiecte de orice fel, fie obiecte fizice, fie 
obiecte ale gindirii. Obiectele din care este formată o mulţime se numesc 
elementele mulţimii. Elementele unei mulţimi sînt diferite unele de altele. 
De exemplu, cărţile dintr-o bibliotecă diferă fie prin conţinut, fie prin for- 
mat, fie prin faptul că nu ocupă același loc în spaţiu. 

Din exemplele de mai sus se vede că o mulțime se dă sau se defineşte 


în două moduri: fie prin specificarea unei proprietăți pe care o au toate 





lefini 


'estel 


plan 


» fie 
mesc 
Itele. 
|i for- 


neste 
toate 
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elementele mulţimii si pe care nu o au alte obiecte (ca în exemplele 1—8), 
fie prin enumerarea elementelor multimii (ca in exemplele 9 si 10). În acest 
din urmă caz, mulțimea se notează scriind între ac :olade ао sale. 
Astfel, mulţimea formată din numerele — 3, 0, 5, 2 se scrie (— 3, 0, 5, 2), iar 


mulţimea formată numai din numărul 7 se serie {7}. 


Apartenentá 


Multimile se noteazá, de obicei, cu litere mari, iar elementele cu litere 
mici (ale alfabetului latin sau ale altor alfabete). 

Dacă a este un element al unei mulţimi M, se spune cá „a aparține mul- 
{тй М“ si se scrie а E M. Semnul „Є“ se numește semn de apartenenţă. 
Dacă b nu este element al mulţimii M, se scrie b е M (b nu aparţine 


lui M). 


7 


є { — зу A 5, 2}, 0€(— 3, 0, 5, 2}, 2 e {— 3, 0, 5, 2}, dar‏ 3— ا 
Æ { – „5, 2). De asemenea, 7 є {7}, dar 5 g {7}.‏ 2},1 ,5 ,0 ,3 —{ 6 8 

Pentru orice număr natural n putem scrie n є JV şi pentru orice număr real x putem scrie 
ze R. De exemplu, 1 є N,2 є N, 3 є N,dar0gN,—l 6 N,—2 & N elc. 


2 f 
De asemenea, — 2e R.0e ДБ, 3 є В, ZemRmR||2eR,nz e Кес, 





Incluziune 


Fie A si B două mulţimi. Dacă orice element al lui A este şi element 
al lui B, se spune că „A este conținută în В“ sau „A este inclusă în B“ şi se 
scrie A C B. Se mai spune că A este o parte sau о submulțime a lui B. Sem- 
nul „C“ se numeşte semn de incluziune. Se mai spune că B conține pe A 
sau că B include pe A şi se scrie BD A. 


Exemple : {0,2} C {— 3, 0, 5, 2); {2} C (—3, 0, 5,2); {—3, D c t— 5, 2}; 
оо E (—3/0,5, 2. 1—3, 0, 5, 2} 2) {—3, 255 (— 3, 0, 5, 2) D (oie etc. 





De asemenea N (C R sau R D) N. Mulțimea A a punctelor unui 
cerc este inclusă in mulțimea B a tuturor punctelor din plan B 
(fig. 3) 

Orice mulţime este inclusă in ea însăşi, А C А. 

Dacă o mulţime A nz este inclusă într-o mulțime В, 
se scrie AC B sau B pA. Fig. 3 


968 
























Asttel : (7) CF (—3,0,5, 2); (—3, 8) CF 4 
3 2) qt (—3,.0, 5, 2) etc. in figura 4, A С B. 


м 
A 





Co 
A 
бф 
d 
A 
œ 


Dacă B C A, mulţimea punctelor din A care nu apartin lui B se notează 


A — B. În figura 4, e, A — B este partea hasuratá. R — !— 1, 2! este mul- 
Į х \ j 
timea numerelor reale, cu excepția lui — 1 si 2. 
/ 


t. Reuniune 


Fie A şi B două mulţimi. Mulțimea tuturor elementelor lui A si ale 
lui B la un loc se numește reuniunea mulțimilor, A si B si se notează А U В. 
Semnul „U“ se numeşte semn de reuniune si seamănă cu litera U, inițiala 
cuvîntului „Uniune“. А U B se citeşte „A reunit cu В“ (fig. 5). 


E NOB RE 3 
AA A 34374. э} (1, 2,3; 1, 5) etc. 

Reuniunea mulțimii numerelor ra- 
tionale cu muitimea numerelor | iratio- 
nale este mulțimea f a numerelor reale 
Av8 (fis. 1) 








Fig. 5 Se vede uşor сӣ, dacă A C В, 
айша: A LJ В — B. 
Se defineşte in mod asemănător reuniunea mai multor mulţimi 
A А5, ..., A,, ca fiind mulţimea tuturor elementelor ce aparțin cel puţin 


n 
uneia din multimile A p А»,..., А„; se notează 4: ША, Ш... Ш A, sau U A; 
i-1 


Exemple: (—1,2, 5) U (— 1, — 3,72) Û {2, 12,0) = (—3, — 1,0, Y2, 2, m, 5}. 
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5. Interseetie 


Fie A si B două mulțimi. Mulțimea tuturor elementelor comune celor 
două mulțimi se numeşte intersecția mulțimilor A si В și se notează АПВ 
(se citeşte A intersectat cu B) (fig. 6, а). Dacă A şi B nu au nici un element 
comun, se spune că intersecţia lor este mulțimea vidă care se notează Ө: 
ANB=0. În acest caz, se spune că mulțimile A şi B sint disjuncte 


(fig. 6,b). 


4n8 An8-6 





* 
otează 
e mul- 
Fig. 6 
Exemple: (1, 2, 5} M 40, 2, 4) = {2}; 4,2 13, 4V — 0 
11,2) N (15, 2, 4} = {1, 2). 
e Intersecţia mulțimii numerelor raţionale cu mulţimea numerelor iraționale este vidă, 

sr ale 

Se vede uşor că, dacă А C B, atunci А П B A. 


! UJ B. 


initiala mod asemănător intersecţia mai multor mulţimi, 
nitial: 


Se defineşte in 
Ах, А», ..., A, ca fiind mulţimea tuturor elementelor comune tuturor acestor 
E mulţimi si se notează А, N А„ [1]... N An, sau N Aj. 


2,5); Exemple: (1, 2. 33 M (— 1, 0, 1, 2} N (0, 1, 2, т, 5} = 11; 2}. 


E EA 
5) etc. 
lor ra 
iralio- 
r reale 
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NÉ 


ICE, 


YER |. Intervale 
пла! 


риїїп z va end AP : QNS 
în În manualul de faţă interesează in mod special mulțimile de numere 
U 4:. reale sau, ceea ce este același lucru, mulțimile de puncte de pe o dreaptă. 
i-1 rU $ > on ` y Ме 

Se întrebuinţează denumirile si notatiile de mai jos. 


т, 5}. Fie a şi b două numere, a < b. 
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1) Mulțimea tuturor numerelor x cuprinse între a si b (a < x < b) se 
numeşte interval deschis şi se notează (a, b) (fig. 7, a). 
2) Multimea tuturor numerelor z cuprinse între a si b inclusiv a $i b, 











(a < x < b), se numeşte interval închis sau segment şi se notează [а, b] (fig. 7, b). 
ENSE E TUR PRIN — e 
a b a [д 
а) a) 
س‎ — — —— »— — 
а b a b 
b) b) 
Fig. 7 Fig. 8 
3) Multimea tuturor numerelor x care verifică inegalitátile a < x < b 
se notează [a, b) si se numeşte interval închis la stinga gi deschis la dreapta 
(fig. 8, a). Mulțimea tuturor numerelor x care verifică inegalitátile a < x < b 


se notează (а, b] si se numește interval deschis la stinga si închis la dreapta 
(fig. 8, b). 

Intervalele definite mai sus se numesc intervale mărginite. Punctele a 
şi b se numesc extremităţile intervalului. Dacă a = b, atunci [a, a] = {a} 
şi (a, a) = Ө. 

4) Multimea tuturor numerelor z mai mari decit a (deci care verificá 
inegalitatea а < т) se notează * (a, + co) si se numeşte semidreaptă deschisă 
(nemărginită la dreapta) (fig. 9, a). Mulțimea tuturor numerelor z mai mari 
sau egale cu а (deci care verifică inegalitatea a < x) se notează [a, + co) 


şi se numeşte semidreaptă închisă (nemürginitd la dreapta) (fig. 9, b). 
i 
esm ——————— yO 
a 
a) 0 
а) 
e саа 
р. таа 
0 
, b 
б) б) 
Fig. 9 Fig. 10 


5) Mulțimea (— оо, b) este formată din toate numerele x pentru саге 


х < b şi se numeşte semidreaptă deschisă (nemărginită la stînga) (fig. 10, a). 


1 


ENS. 


Multimea (— co, b] este definită de inegalitatea x <b si se numeşte semi- 


3 


dreaptă închisă (nemărginită la stinga) (fig. 10, b). 





* Asupra semnificației precise a lui + oo şi — oo se va reveni pe larg în capitolul V. 











<b 
1ріа 

р 
1 рїа 


fied 
hisd 
mari 

оо) 


саге 
), а). 
semi- 
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6) Mulțimea tuturor numerelor reale R (sau toată dreapta) se mai 
notează (— co, 4 co). 

Semidreptele şi dreapta întreagă se mai numesc intervale nemárginite. 

Este evident cá, dacá douá intervale au cel putin un punct comun, 
intersectia lor este tot un interval; dacá douá intervale nu au nici un punct 
comun, intersectia lor este vidá. e jj 

Vom avea, de asemenea, de considerat mul- a ó c 
timi care sint reuniuni de două sau mai multe (a 6) v (b,c) a) 
intervale, mărginite sau nemărginite (fig. 11). 


În figura 11, a, punctul b nu aparţine reu- P" Б.К 
niunii [a, b) U (b, c), deoarece b nu aparţine nici (9,270 (c * oo) 6) 
intervalului [а, b), nici intervalului (b, c). Fig. 11 


Observaţie. Intervalele pe dreaptă se reprezintă într-un mod care amintește notația ler. 
Astfel, intervalele de mai sus (indicate în fig. 7, 8, 9 şi 10) se reprezintă respectiv, după cum 


urmează : 


a 5 b (7) a o) b (8) 
ILU ETT PEE SST 
a b a b 
4) 4) 
б 
( ) b 
a (f0) 
a) (9) : 
NT IEEE MISCERE 
Е б 
а 
6) 4) 


2. Veeinátá(ile unui punet 


Fie x un punct de pe dreaptă. Se numește vecindtate a lui x orice interval 
deschis (a, b) care îl contine ре z, adică astfel incit a < zx < b. Rezultă cá 
un interval deschis (a, b) este vecinătatea oricărui punct = al sáu (а < x < 9). 

Cu cît intervalul (а, Б) este mai mic, cu atit punctele sale sint „mai 
aproape“ sau „mai vecine“ de z. 

Punctul z are atitea vecinătăţi cite intervale deschise care il contin 
există. 
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1) + 
Exemple : 1) Intervalele (— 1, 1) (—2, 1), [s 1000, >» (— m, 530), 
ә 


1 1 ТУ A eA ; 
——5 - sint toate vecinátáti ale lui 0. 
105 105) 


1 2 
» 5] sînt toate vecinátáti ale lui 


t 


2) Intervalele (— 1, 1), (0, | 


› 


3) Intervalul închis [0,1] nu este vecinătate nici a lui 0, nici a lui 1. 


EXERCIŢII 


Să se determine mulțimea soluţiilor comune ale perechilor de ecuaţii: 


1. g — 5r? L 5gr— 1 = 0 ȘI (2 -L3y— 4 = 0. 
9. 533 — 31 22 31 »—5 = 0 эг r? p Өе k; 


3. Fie Р, mulţimea paralelogramelor, P, mulțimea dreptunghiurilor, 
P, mulţimea romburilor si P, mulţimea pătratelor. Să se stabilească rela- 
{Ше de incluziune dintre aceste mulțimi și apoi să se determine: P, U P 
pou Р, EU РОР, Ps Ps, Pe A Pe 


4. Notind cu N — mulţimea numerelor naturale, M, = {2n} 





Ma = í6nMew, Ma — mulţimea soluţiilor ecuației 3*— 72 + 10 = 0, să 
se stabilească relaţiile de incluziune dintre aceste mulţimi si să se deter- 
mine: N U M,,M,U Ma M, U M4, NU MN N Ms, M, N Ms, M, A Ms, 
М.п M; să se arate cá (M; U М) П M, = (M; Г М, U (MA: П M4). 


Sá se determine mulțimea numerelor reale x care verifică perechile de 


inegalităţi : 





г [20 = 6z 4-8 6 2: 24-5 > 62—11 
о. i Je 4 = 

| 42 -- 9 < +4. )— gz < 850 — 1 
„ | 75-6 2 52 4-12 al iz — 10 «2x — 11 
de 5 z e o. , Р, > ^T. 7: 

| 3z— 18 < Az — 20. |ti A > 15 + 22. 


| 62—7 > 52 — 1 


Să se determine mulțimile de numere întregi ж care verifică perechile 


de inegalităţi: 





EXERCIŢII 23 





Să se determine mulțimile de numere reale æ care verifică perechile de 


inegalităţi : 





lă. | 16. | 

| | 

17. | 18. | 

l | 

19. | 20. | 

афі: 91. | dm 99. | 
| £d l 





23. Să se determine mulţimea numerelor. reale ғ pentru care ecuația 


rechile 























CAPITOLUL III 


ȘIRURI DE NUMERE 


Introducere 


Noţiunea de sir a fost întilnită în clasele precedente — la algebră — cu ocazia aproxi- 
mării cu fracţii zecimale a unor numere şi — la geometrie — cu ocazia calculului lungimii şi 
ariei cercului etc. 

eet : А Ser 
De exemplu, numărul — se scrie са fracție zecimală : 
3 
1 223 
— = 0,333... 
3 
Păstrind una, două, trei, ..., n, ... zecimale, se obţine un sir de fracții zecirnale саге apro- 


ximeazá prin lipsă numărul — : 
3 





n cilre 


Păstrind un număr din ce în ce mai mare de zecimale, se realizeazá o aproximare din ce 


în ce mai bună a numărului — . Se spune cá sirul fractiilor zecimale considerate are 
3 
limita — . 
3 


În ceea ce priveşte calculul lungimii cercului, se consideră poligoane regulate inscrise 
fn cerc, cu 4, 8, 16,..., 2”, ...laturi, avind perimetrele — respecti V— p4; Pa Pas +++ Dan» Luind 


poligoane cu laturi din ce in ce mai multe, perimetrele lor aproximeazá din ce in ce mai bine 
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iungimea cercului. Se spune că şirul perimetrelor poligoanelor înscrise are ca limită lungimea 
cercului. 

Numeroase alte probleme de algebră, geometrie si fizică ne conduc la noţiunile de şir 
şi de iimită a unui sir. De asemenea, după cum se va vedea mai departe, sirurile intervin in mod 
esenţial atunci cînd se definesc alte noţiuni fundamentale din analiză, ca : limite de funcții, 
continuitate, derivată. 

Dată fiind importanța acestei noțiuni, este necesar un studiu al şirurilor în general, inde- 
pendent de problemele concrete din care provin. 


$1. GENERALITĂȚI 


1. Definiția șirului 





aproxi- 
simii şi Să facem să corespundă fiecărui număr natural n un număr real a,, 
după schema următoare : 
1 2 Ө аке 
а, da аз... dn 
e apro- Obtinem, in acest mod, un şir de numere *: 
0; da, Q3, =% аһ, 

Numerele din care este format un sir se numesc termenii şirului. Indi- 
cele arată poziţia sau rangul unui termen în şir. Astfel a, este primul termen 
al șirului, а, este al doilea termen al şirului, ... а, este al n-lea termen al 
şirului etc. 

Exemple de şiruri: 

1) 1,2, 3, ..., n, ... (şirul numerelor naturale). 

2)1,—1,2,—2,...n,— n ,.. 

3) 10, 10°, 105, ..., 10",... (şirul puterilor naturale ale lui 10). 

T үа 

4) 1, —5— ,..., — ,... (şirul inverselor numerelor naturale). 

din ce 2 3 n 
1 I 1 1 1 
ate are 5)— 1, —, y —3 y (— 1)" و‎ 
2 3 4 5 n 

NI d fd 1 | 

б) 2 , эз , za a... 25 ,  (sirul inverselor puterilor naturale ale lui 2). 

înscrise 
. Luind 


* є һат nc tii g finitie recisă cir 1 
aai bine La capitolul despre functii se va da o definitie precisá a sirului, 
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7) 0,3; 0,33; 0,333;...; 0,333... 


: ^ 1 
şirul fractiilor zecimale care aproximeazá pe — | • 
3 
BU Жу Туу Йу 
9) 0, 0, 0, "RE 


10) 1; 0571705 55 12:95 Se 
Se observá cá, in fiecare din aceste exemple, termenii sirului se succed 


dupá o anumità regulá (sau lege). 
1 
э 


În exemplul 4) primul termen este 1, al doilea termen este —» al trei- 


1 : 1 E 
lea termen este —, al n-lea termen este —, adică: 
3 п 
1 1 1 
a =Í, وه‎ ==> üy ==> prey а, => pe 
2 ә п 


Un sir se scrie prescurtat astfel: (а,)„ех sau, mai simplu, (а,). Astfel, 
şirul numerelor naturale se scrie (2),ex sau (n); şirul puterilor naturale ale 


lui 10 se scrie (10") sau (10") etc. 











— Pentru caun sir să fie dat, este suficient să se dea primul termen si o lege de succesiune 


care să arate cum se obţine succesorul oricărui termen. Tot astfel, un sir este dat dacă se dă ter- 


menul de rang oarecare, ap, ca о expresie care îl contine pe n, astfel incit parlicularizind pe n(n = 
= 1, 2, 3, ...), se obţin respectiv termenii 4, ds, a... 
: : = 1 
Exemple: 1° Sirul dal priu legea ay este : 
10" 
1 1 1 1 
, , 
10 10* 10 10 
za А 1 
2° Sirul dat prin legea а, - - este 
105—1 
1 1 1 
وس وا‎ — ,...,- , 
10 10° 107 
9? Sirul dat prin legea а, = 4 (sau a, = 4 * 1") este: 
B. A. aoe rers 
2n 


° Sirul dat prin legea a, = —— — este: 
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$ 2. 





Termenii unui sir se pot reprezenta prin puncte pe dreaptă; dacă unii 
termeni ai sirului sint egali, este evident cá ei se reprezintă prin acelaşi punct. 
Un sir este constant, dacă toti termenii săi sint egali. Sirurile din exem- 


plele 8) si 9) sint şiruri constante. 


2. Niruri mărginite 





ced 
Un sir este mărginit dacă există două numere între care se айа cuprinși 
rei- toli termenii săi sau, ceea ce este acelaşi lucru, dacă toti termenii șirului 
se află într-un interval mărginit. 
1 1 1 Я god А 
Exemple: 1) 1, + 0—,.5.,— ,.. Termenii acestui sir sint cuprinși intre Û și 1, 
2 3 n 
adică se atlă in intervalul [0,1], deci șirul este mărginit. 
3 : 1 1 1 se 1 : DENM 
1 2) La fel, sirurile , و‎ .e $$) —* —,..,, ‚ +. Sint mărginite, 
tel, 2 23 2" 10 — 10? 10^ 
ale 3) Orice sir constant este mărginit, deoarece tuturor termenilor săi le corespunde [x 
dreaptă un singur punct. 
1) Sirul 1, 0, 1, 0,... ,1, 0, ... este mărginit. 
ine - 2 & 5 .. . . . Я 
ter- Un sir este nemárginit dacă termenii săi nu pot fi cuprinși in nici un 
(п = interva! mărginit. Aceasta înseamnă cá în afara fiecărui interval mărginit 


se află ce! puţin un termen din șir. 


Exemple de şiruri nemărginile ¢ 


d) E dieses Il eoe 

2)1,—1,2,—23,..,n,—n, ... 

Dacă a 1, şirul a, а?, ..., a^ , ... este nemărginit. 

Într-adevăr (v. cap. I, ineg. lui Bernoulli) oricare ar fi intervalul mărginit (о, B), există un 
termen а” din acest sir astfel încît să avem a" 8; adică a" este în afara intervalului considerat. 
si 10, 10?, ..., 10" ,... sint nemárginite. 





În particular, şirurile 2, 22, ..., 2% 


y o... 


3. Şiruri monotone 


Un sir (a,) este crescător, dacă fiecare termen este mai mic sau egal cu 
succesorul său : 





d Pi ر‎ 
а < da X s X SS 
Exemple de şiruri crescătoare : 
Бу SE Р У со 
« 1 1 1 
2) —4,——4——y45— = 
2 3 n 


a 
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3) 1,9; 1,99; 1,999; ... 
A) Ep A Md d were HS ets 
5) Dacă a > 1, şirul a, aê, аз, ... а", ... este crescător (si nemárginit). 


În particular, sirurile 2, 2%, ..., 2%, ... si 10, 107, ..., 10%, ... sint crescătoare. 


Un sir (а„) este descrescător, dacă fiecare termen este mai mare sau egal 


cu succesorul sáu : 


ау 22 45 Z йз 2... sa 

Exemple de șiruri descrescătoure : 
1)—1, — 2, —3...‚,—п,... 
; 1 1 1 
2) 1, 1 — y «$777 y +в» 

2 3 n 
З 0L: LOO; 
Ay -——p— 2,—2,— 3,— 3,.,— n — n... 
5) Dacă 0 < a < 1, şirul a, а?, a?, ..., a^, , ... este descrescător. 
, : NT! 1 1 Ti 1 1 : x 
In particular, sirurile у. 9703/99315 $e Sl— دو‎ «== шу «s. БШ descrescătoare. 

PE 2" 10 10? 10% 


Atit sirurile crescătoare, cit si cele descrescătoare se numesc monotone. 


Exemple de șiruri care nu sinl monotone : 


1) 1, —2, 3, — 4, .. 
A ONO ep IOs 


§ 2. ŞIRURI CONVERGENTE 


* 


1. Un exemplu de sir eonvergent 


Fie şirul: 


LIST01:; 1001; 2553 L00 O 2; 


n сиге 

Acest şir se poate scrie si astfel : 

1 тт 1 1 

1L, ,تل1‎ 1+4, E —,... 

10 102 10? 10" 
ый Я ae E eti 1 ; 
Dacă notăm a, = 1--—» 4 = 14+ —,..., 4, = 1--—» atunci 

10 & 102 10" 


acest sir se scrie: 








b Е 


escátoare. 


motone. 


atunci 
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Să reprezentăm pe o dreaptă termenii acestui şir (fig. 12). 





În figură am reprezentat — aproximativ — doar primii trei termeni, 
deoarece ceilalți sint atit de apropiați de 1, incit nu mai pot fi figurati. Cu 
cît un termen are mai multe zecimale, cu atit el este mai apropiat de 1. Se 


poate spune că termenii şirului se „îngrămădesc“ către 1. 








Distanţa dintre 1 si un ter- Su 
men а, al girului este: S 
1 
а, — 1 = у И 
10” Fig. 12 
De aici se vede că, cu cît n este mai mare, cu atit distanța а, — 1 este 


mai mică *. Dacă n este suficient de mare, se poate realiza ca distanța а, — 1 
sá fie mai micá decit un numár ales dupá voie. 
" : . у op : . y ОЙ > 
Astfel, dacă dorim ca distanţa aceasta să fie mai mică decit ——, luăm 
1000 
а, cu n > 4, deoarece: 
1 1 1 1 


а, چا‎ < * а;—1= ca, 
1 104 1000” 105 1000 ' 











Dacă dorim ca această distanţă să fie mai mică decit ; luăm a, cu 


1015 
n > 16, deoarece: 
1 1 1 1 


азб — 1 = — < —; аут 1 = < T ed 
16 1019 ^ 1015 d 1 1017 1015 ? 





0, se poate găsi in şir 


Р) 


În general, dacă se ia, după voie, un număr 


£ > 
= جر‎ 
un termen a cărui distanţă de 1 să fie mai mică decît e. Pentru aceasta, să 


101 





T 1 = x 
notăm A = —. Deoarece şirul 
a p^ ip^ = 
N JJ 
ОЛЕ елкы: Е 3 Р 
1 7: $ Pli t їй LON a 105. 
é 


Pia. 13 este crescátor si nemárginit, existá in 
18. > 1 = е 

acest şir un termen mai mare decit А 
(fig. 13). Să notăm cu JV exponentul pentru care 10N > A, adică 10N > 


nje 


И» v4 . x / 
De aici rezultă —— < e, adică ay —1 < є. 
10 


Aşadar, am găsit un termen, ay, care se află la o distanță de 1 .mai 
mică decît numărul e, ales după voie. 





* Prin această exprimare trebuie să se înțeleagă că „dacă n este din ce în ce mai mare, 


atunci a, — 1 este din ce in ce mai mic“, sau „dacă n crește, a, — 1 descrește“, 
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Să observăm că foli termenii din sir care urmează după ау au aceeaşi 
proprietate de a fi la o distanță de 1 mai mică decit e. Într-adevăr, dacă 
vn termen а, se allá in sir după ay, aceasta înseamnă cá n > N. Atunci, 


Aa : : jul i ed 1 л : 
i0” > 10N, si deci ——. Deoarece < =, rezultă — < =, adică 


10 10^ 10 10^ 


10# 
Așadar, şirul (а„) are următoarea proprietate : 
Dacă. alegem, după voie, un număr strict pozitiv, e > 0, putem găsi in 
sir un termen ау, astfel încit, pentru toji termenii а, care îi urmează (n > №) 
sd avem : 


а, — 1 < =. 


Desigur, dacă alegem un alt număr e’ > 0, găsim în şir un alt termen ay 


astiel că, dacă n > JV', să avem: 
а, —1 <=. 
1 oc METTUS AU A : 1 ze 
Mai sus, pentru = am găsit N = 4, iar pentru є' = ——am găsit 
1000 1015 
№" 16. Ne dăm seama ușor că, luind pentru = valori din се în ce mai mici, 


indicele /V care ii corespunde este din ce in ce mai mare. 
Proprietatea șirului (a,) pusă în evidenţă mai sus se exprimă prescurtat 
spunind că „1 este limita șirului (a,)* sau că „sirul (a,) este convergent către 1* 
Această proprietate are si un aspect geometric. Să luăm un interval 
deschis, cu centrul 1, de lungime 2e (fig. 14). Jumătatea din stinga lui 1 


are luneimea e, iar cea din dreapta 


an ау lui 1 are tot lungimea е. Extremitátile 

\ ) acestui interval sint deci 1 —= $1 1 -- € 

[t 7 fte iar intervalul se serie (1 e, 1 + e). 

Fig. 14 A spune cá distanța dintre a si 1 este 

mai mică decit s înseamnă a spune 

că ау se află în intervalul (1 c, 1 -+ =). Atunci, toți termenii din sir care 
urmează lui ax se găsesc de asemenea în intervalul (1 c, 1 + =). În afara 


acestui interval se allá cel mult termenii: 


Air аа 


in număr finit. Dar intervalele deschise care contin pe 1 se numesc vecinătăţi 
ale lui 1. Deci, proprietatea de mai sus se exprimă în limbaj geometric astfel : 

În afara fiecărei vecinătăți a lui 1 se află cel mult un număr finit de ter- 
meni ai șirului. 








1( eeasi 
dacá 


tunci, 


adică 


jen ау! 


1 mici, 


scurtat 
tre 1* 
nterval 
d lui | 
lreapta 


nitátile 


| +e 
1 =). 
| este 
spune 


sır саге 


afara 


cinátátt 
astfel : 
' de ter- 
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Desigur, cu cit vecinátatea lui 1 este mai micd, cu atit se vor afla in 
afara sa mai mulți termeni, însă tot număr fini. 


2. Definiția limitei unui sir 


Consideratiile făcute asupra şirului particular de mai sus pot li extinse 
la un sir oarecare. 


Definiţie. Se spune ей un număr a este limita unui sir (а,) dacă, 
în afara fiecărei vecinátüti a lui а, se află eel mult un număr finit de termeni 
ai sirului (a,) (fig. 15). 


— — 
T - == 
/ p ENI a 
re H {+ { ooo r 
2j % a; g а; а d, 
Fig. 15 


Orice sir care are limită se numeşte sir convergent. 


Dacă a este limita sirului (а,), se spune cá „șirul (a,) este convergent 





către a“ sau că „sirul (a) tinde către a“, si se scrie* astfel : 


lima, = a sau d,— û 
Ti- 20 


lim a, se citeşte „limită de a, cînd n tinde către infinit“; а, = a se citeşte 
7 3 1 1 3 


п—> со 


a, tinde către a“). 


sp 


Din definiţie rezultă că, dacă şirul (a,) are limita a, atunci, prin înlăturarea sau adáu- 
garea la acest sir a unui număr finit de termeni, se obţine un nou sir, care are de asemenea 
limita a. Într-adevăr, în afara fiecărei vecinátáti a lui a se află tot un număr finit de termeni 
ai noului şir. 

De asemenea, prin schimbarea ordinei termenilor șirului (а) se obține un sir care are tot 
limita a. Într-adevăr, poziţia pe dreaptă a termenilor șirului nu depinde de rangul lor, ci numai 
de valoarea lor numerică. 


Considerind acum vecinátátile lui а de forma (а — =, а + s), unde 
e > 0, a spune: а, € (а — =, a + =) înseamnă cá а — = <a, < а -+e sau, 
scăzind a, obținem — = < а, — a < e, adică (v. cap. I, $ 1, nr. 3, propr. б): 


| a, — а 





* A supra notatiei n— si expresiei „n tinde către infinit“ se va reveni in capitolul \ 
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Dacă a, > а, termenii din sir care nu verifică această inegalitate, deci 
care se aflá în afara vecinătății (а — =, a + =), sint în număr finit. Insă, 
' aceşti termeni fiind în număr finit, putem găsi în sir un termen ay, după 


€ 
care nu se mai află nici unul dintre ei (fig. 16). Urmează că toti termenii 4, 


DLE шуен у ———— 
0, ly d, a, а, 
Fig. 16 


din sir care se află după ay se găsesc in vecinătatea (a — e, a + =) şi, deci, 





verifică inegalitatea |a,— a | < 

Reciproc, dacă această condiţie este îndeplinită, atunci în afara fie- 
cărei vecinătăţi de forma (a — e, a + €) se află cel mult un număr finit de 
termeni ai şirului. Deoarece fiecare vecinătate a lui a conţine o vecinătate 
de forma (а——є, a+ e), rezultă a, > a. 


Se obtine astfel urmátoarea : 


Teoremá. Un număr a este limita unui șir (a,) dacă, si numai dacă, 
pentru fiecare număr s > 0 se poate găsi in sir un termen ax, astfel încît 


pentru toti termenii а, din şir care îi urmează (adică n > N) să avem: 
la, —a| < =. 


Exemple de şiruri convergente : 
1) Cel mai simplu exemplu de șir convergent este un şir constant : 
а, d, dy se d; 
care are limita a. Într-adevăr, toti termenii sirului fiind egali cu a, in reprezentarea pe dreaptá 
coincid intr-un singur punct (fig. 
al sirului, deci a este limita sirului. 
Aşadar, dacă avem dy a pentru toti termenii siru- 
71 lui (a), atunci: 


Fig 17 lim а = a, sau lim а, = а. 
15 í T; oo n— o0 


17). În afara oricărei vecinătăţi a lui a nu se află nici un termen 


T3 





2) Din exemplul examinat in acest paragraf la nr. 1 rezultă: 


1 f 1 
lim |! 4- - -) = 1. 
n= | 10% 


1.71 1 
3) Şirul 1, —5 ay, ——›... аге limita 0: 
2 3 n 





p.54 
decl, 
fie- 


it de 


itate 


dacă, 


încît 
reaptă 
тшеп 
ii siru- 
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Să alegem un număr varecare є > 0. Dacă notăm A = —, putem găsi un număr 
E 
- "UE 1 КЕ : : ? 
natural N > A s deci — < = ce. Раса n > N, atunci cu atit mai mult — < s, sau 
N A n 
1 | 
UT ee 
n | 





4 е „Га 
Deducem, deci, că 0 este limita șirului | | . 
n 


Rationamentul de la exemplul 3) se poate generaliza : 
Теогет й. Dacă (а,) este un sir crescător şi nemárginit, atunei sirul 


А 1 < 
inverselor |— | este eonvergent către 0. 











an) 
х, T š OAA E. 1 E. 
Într-adevăr, dacă alegem un număr e > 0 şi notăm А = —» şirul (а„) 
fiind nemărginit, putem găsi în acest şir un termen ax > А = — + (Demon- 
straţia se continuă ca la exemplul 3.) 
Exemple: Dacă 0 < а < 1, atunci lim а" = 0. Într-adevăr, b= — >1, 
n= a 
deci şirul (b") este crescător nemărginit, iar а" = — 
În particular, şirurile 2, 22, 23, ..., 2^, ... gi EQ 4025 О ТО”... Blnt 
2 Е COUNT ve SE or MET T 
crescătoare si nemărginite, deci lim — = 0, şi lim == 
1 " n<» 10" 
Sirurile care nu sint converg se numesc şiruri divergente. 
Exemple de şiruri divergente: 
1) Sirul 1, 0, 1, 0, ..., 1, 0, ... nu este convergent. Să arătăm mai întîi cá 1 nu este limita 
1 d 
acestui gir. Pentru aceasta, să alegem vecinătatea | , | a lui 1 (fig. 18). 
t2 2 





a 
Fig. 18 


în afara acestei vecinătăţi se află o infinitate de termeni ai șirului și anume toti ter- 


menii șirului egali cu 0; deci 1 nu este limita sirului. La fel se arată că 0 nu este limita 


: А 1 1 А 
șirului, alegind — de exemplu — vecinătatea | ——, — |. În ceea ce priveşte orice aif număra, 
| 2 2 


putem ша o vecinătate V alui а, care să nu conțină nici pe 1, nici pe 0, deci in afara 


963 
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acestei vecinátáti se află fofi termenii șirului. Aşadar, nici a nu este limita șirului. Urmează 
că neavind nici o limită, şirul nu este convergent, deci este divergent. 
2) Sirul numerelor naturale 1, 2, ..., n, ... este divergent. Pentru a arăta aceasta, să 


Y considerăm un număr oarecare a si o vecinătate a lui a, de lungime 1 (fig. 19). 
; / Deoarece distanţa dintre două numere 
2i о naturale este cel puţin egală cu 1, în 
gg برچ بل‎ vecinătatea aleasă se află un singur număr 
n=l n a +] natural, deci în afara ei se află o infinitate 
Fig. 19 de numere naturale. Urmează că a nu 


este limita acestui sir. Cum numărul a a 
fost luat la întimplare rezultă că nici un număr nu este limită a şirului (n), adică acest 
şir nu este convergent. 


Observaţie, La nr. 5 se va vedea că orice sir nemărginit este divergent. 


3. Un eriteriu de eonvergentá 


În exemplele de șiruri convergente considerate anterior s-a putut stabili 
uşor limita folosind direct definiţia. În alte cazuri, folosirea definiţiei este 
greoaie şi de aceea sint utile anumite criterii de convergenţă. Aceste criterii 
permit ca din convergenţa unor şiruri cunoscute să deducem convergenta 
şi altor şiruri. 


Teoremă. (Criteriu de convergență.) Dacă termenii unui şir (a,) 
sînt mai mici în modul decît termenii corespunzători ai unui sir (a, „) de numere 
> 0, convergent către Û, ( [а,| <a), atunci şirul (a,) este convergent către 0: 

lim а, == 0. 
n 
Într-adevăr, să luăm un număr oarecare e > 0. Deoarece x, — 0, există un 


termen «y, astfel încît pentru toti termenii «, care îi urmează (m > N) să 
pentru n > № avem cu 





avem а, < s. Deoarece, prin ipoteză, |а, | - 


atit mai mult: 


adică 0 este limita sirului (а,). 


Exemple : 





1 1 DT: ; оК 
1) lim = 0, deoarece — < — (У. сар. І, aplicaţii la ineg. lui Bernoulli) si lim — =0. 
n=% 2" 2" п пэс n 
i 1 1 
2) lim. — =0; deoarece — — — * 
nœ 10" 10” п 
E x 1 1 
3) lim (—1)'*1 — = 0, deoarece (—1)^" —|2—. 
n>% n | n n 











nează 
ta, să 


imere 
Lh. n 
umăr 
initate 
a nu 
паа 
acest 


tabili 

este 
iterii 
renta 


(a) 
mere 


tre 0: 
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: 1 13M 
4) lim — = 0, deoarece — < —. 
no п? п? п 
А 1 1 1 3 
5) lim — = 0, deoarece — < — (k număr natural). 
no n^ п“ п 
i ? 1 е] 1 
6) lim sin — = 0, deoarece | sin — | < — e 
n> со n n n 


4. Limita sirului modulelor ( |a, | ) 


۰ 
. 


Teoremă. Dacă а, — a, atunci | a, | + | a 





lim |а„| = | lim a, |. 


п-» со n= 
Se foloseşte inegalitatea : 
| lanl —lal| < |а, —а |. 


Să luăm un număr oarecare e > 0. Deoarece а, > а, putem găsi un 
termen ay, astfel încît pentru toti termenii а, care îi urmează (n > N) să 
avem : 


la,—a|<e. 
Atunci, cu atit mai mult: 
[Ша Ika l «es, 


adică | а | este limita şirului modulelor (| а, |). 
Teorema aceasta se enunţă simplificat * sub forma următoare : 





Modulul limitei este egal eu limita modulului 





1 | 1 
Exemplu: Din lim [- 1— — | = —1 deducem lim [ + =) = 1, 


n> 10" J n— со 10" 


Observaţie. Nu trebuie să se creadă că dacă șirul modulelor (| a, |) este convergent; 
atunci şi șirul (a,) este convergent. De exemplu, șirul 


este convergent, fiind un șir constant. 





* Si in restul manualului vor apare frecvent enunturi de teoreme sub formă simplificată. 
Trebuie subliniat că aceste enunturi sint incomplete, dar prezintă avantajul cá pol fi uşor 
memorate, 
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Totuşi, dacă şirul modulelor (|а, |) este convergent către 0, atunci şi şirul (ar) 
este convergent către 0, cum se poate deduce uşor folosind criteriul de convergenţă : 


\а„—0|==]|а„|—>0. 


n 


5. Şiruri mărginite, șiruri monotone 


O altă proprietate a sirurilor convergente este exprimată de teorema 
următoare : 
Teorem й. Orice sir convergent este mărginit. 


“tre а. Să considerăm o vecinătate a lui a, 





Fie (а„) un sir convergent « 





de exemplu (a — 1, а + 1) (fig. 20). In afara acestei vecinătăţi se află numai 
ex a-j arl L 
2—8) 
2, а ; a, a û 
Fig. 20 


un număr finit de termeni, de exemplu 21, 23 ..., ам. 1. Aceștia, fiind în пит 
finit, se poate găsi un interval mărginit [x, B], care să-i conţină, continind 
totodată si intervalul (a 1, a + 1). Urmează că toţi termenii șirului se află 


în intervalul [«, 8], adică şirul este mărginit. 


Din această teoremă se deduce imediat că: 

Orice sir nemărginil este divergent. 

Într-adevăr, dacă şirul ar fi convergent, ar rezulta cá este mărginit 
ceea ce ar contrazice ipoteza. 


Următoarele șiruri sînt divergente, deoarece sint nemărginite: 


A bă Ip A Ger Ut 3) 0.1, 0,2, 0 
3)—1, 2; 33544. жез A 1*5, 2*. 87... R5; «s. (E. Natural); 
2 а? > 1); în particular, 2, 22, ..., 2", ...5 10, 10°, ..., 105, ... 


Буа; Ө; аз. 7 xs (0— 
Observaţie. Proprietatea unui şir de a fi mărginit este o condiţie necesară 


pentru convergentía sa, dar nu suficientă. 


De exemplu, sirul: 


este márginit, dar nu este convergent. 
Se poate asigura convergenta unui gir mărginit, dacă se adaugă o con- 
diție suplimentară, aceea de a îi monoton. 





(an) 


ma 


а, 


mal 


măr 
nind 
află 


"init 


esará 


con- 
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Teorema de convergență a sirurilor monotone. 
Orice şir monoton şi mărginit este convergent. 

Demonstrația acestei teoreme depăşeşte cadrul manualului. 

Dacă şirul (a,) este crescător, limita sa, а, este mai mare sau egală cu 
toți termenii șirului: а, < а; dacă şirul (a,) este descrescător, limita sa, а, 


este mai mică sau egală cu toti termenii șirului: а < а,. 


Exemple : 
1) Să considerăm un şir de fracţii zecimale obţinute una din cealaltă prin adăugarea 


inei zecimale : 
ау 01; dg, Чуй»; 00, @уй»аз; ...$ Чу» аа i. 05; 


Termenii acestui şir sînt cuprinși între a, şi а, + 1, deci şirul este mărginit. Este evident 
că şirul este crescător. Rezultă că șirul are limită. 
Astfel, fracțiile zecimale care aproximează prin lipsă un număr real х formează un sir 


convergent către z. De exemplu, şirul 
1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ..., 


obținut cu zecimalele numărului |2, este convergent către |2. 
2) Să reluăm un exemplu care a mai fost considerat in clasa a IX-a. Fie 0 < q < 1. 


Să formăm progresia geometrică cu n termeni : 


= a 4 
2.000099 05 о Quot 
Se ştie că suma 5, а acestei progresii este: 
1 — q" 
Sp = ———. 


1—9 


Să arătăm că şirul 5,, Sa, S4, -s Sns ... este convergent. În primul rind, acest şir este 


crescător, deoarece 9" > 0 şi deci: 


S, < Sy + 9" = Sar 


Sirul (S,) este de asemenea mărginit. Într-adevăr, avem 0 < 9" < 1, deci 0< 1—9" <1 
şi, împărțind cu numărul pozitiv 1 — 9, obținem 





q*-. 1 
а de 
adică : 
1 
0< S, < — 
1—@ 


Fiind crescător şi mărginit, şirul (Sa) 





Termenii șirului (S5) sînt cuprinși între 0 si 








1—4 
este convergent. Se va arăta mai departe că: 
> ڪا‎ q" 1 
lim — = . 


nc 1—4 1—9 
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6. Numărul e 
Fie şirul : 
2 


(1 + (и + ; (1 Ei sb т ye 


Să arătăm că acest sir este crescător si mărginit de unde va rezulta 
că este convergent. Pentru aceasta, să notăm 


şi să dezvoltăm membrul drept după formula binomului lui Newton : 








1w* nd п(п — 1 1 n(n —1) (n—2) 1 
а, = 1 pg m oft gm +- — .— зве 
n, To mn 1:2 n? 1:2-3 n3 
d n(n—1)..(n—k-F1) 1 , sp meet ee 21 1. 
sà : : pos = 
D2. К n 1:2..n п” 


м 


Se observă că: 

















suci nth 


așa incit: 











tart-e) 
З 1:2... п | п n 


k Л : x : & 
Deoarece 0 —1 — — — 1, în fiecare paranteză se obţine un numâr 
n 


pozitiv, deci membrul drept este o sumá de termeni pozitivi mai mare decit 
suma primilor doi termeni 1 + 1 = 2. Deducem : 


2m. 
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Pe de altă parte, numărul din fiecare paranteză este mai mic decit 1, 
deci, înlocuind în membrul drept fiecare paranteză cu 1, obţinem o sumă 
mai mare. Înlocuind fiecare factor > 1 de la numitor cu 2, termenii sumei 
se măresc încă, asa incit: 





a <1 +1 +i ++ у =1 + 54> 1+ —— ‚1+2=3, 
2 i 
rezulta ZI s 
i75] 
unde: S, = ————. 
edes 
2 


Aşadar : 
2 < a, < 3, (pentru orice n) 


adică şirul (a,) este mărginit. Să arătăm acum că este și crescător. 
Să observăm că termenul а, аге în dezvoltarea sa n + 1 termeni, iar 
а, are n + 2 termeni, adică are un termen in plus. Termenul a,,, se scrie: 
1 ya 1 ( 1 
а) ا‎ ao 
2 


п-+1 n 4-1 


alt ) |!) RE uel = у= е + 


1 1 п 
eL 1 — ac 
T 1:2 ... (n + 5l n 4- 7 E n + 1 






































vul 1 А k k 
Dar п< n +1, deci — > Prin urmare, — > » de unde 
n n +1 n n +41 
k d k k "- 3 РС 
ое = ; deci 1—-— < 1— Rezultă că numărul din fiecare 
n п + 1 п n +1 


paranteză din dezvoltarea lui a, este mai mic decit numărul din paranteza 
corespunzătoare din dezvoltarea lui a,,,. Rezultă că fiecare termen din 
dezvoltarea lui a, este mai mic decit termenul corespunzător din dezvol- 
tarea lui а„,ү. Deoarece a,,, mai are şi un termen pozitiv în plus (ultimul), 
deducem cá: 


a, < Uni 
n număr 


dedi adică şirul (а„) este crescător. 
are ae] NX А = „ ti ч . 93 X - . 
Eo Goe Sirul (a,) are, deci, o limită. Această limită se notează cu litera e: 
А 1)" 

lim (: + >) = е 


т—>© п 
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Din faptul cá 2 < a, < 3 se deduce că şi limita şirului (4,), e, este cu- 
prinsă între-2 şi 3 (v. $3, nr. 4): 
Ce з. > FĂ 


4 <. € oO. 


Se demonstrează cá e este un număr irațional. Valoarea aproximativă 


n 


a numárului e cu patru zecimale exacte este 2,7182. 
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Se va arăta acum că, efectuind cu termenii unor şiruri convergente 


operaţiile de adunare, înmulţire şi împărțire, se obţin alte şiruri convergente. 


1. Sirul sumelor (a, + 5,) 


Teorema 1. Dacă (а,) si (b„) sint două şiruri convergente, atunei 
sirul (a, + b,) este de asemenea convergent si 


lim (a, + b,) = lim a, + lim b, 


^n 
n- со n- oo n> 


Fie a = lima, si b = lim b„. Să alegem un număr oarecare e > 0. În 
n Y n = 
n>% n- со 


primul şir putem găsi un termen a, astfel incit pentru termenii а, care ii 
urmează (n > JV să avem: 


е 


De asemenea, in al doilea sir putem găsi un termen byn», astfel încît 
, ; 5 N 
pentru termenii b, care îi urmează (п > JV") să avem: 


b, —b| < =. 
2 
Dacă notăm eu N pe cel mai mare dintre numerele № şi N” $i dacă 
n>N, atunci n > № şi n > N”, deci |а„—а|< – şi | „—Ь|< = 
2 2 


urmează că, dacă n > N, atunci: 


| (a, + 6,) — (a + b) | = | (а„— а) + (6, —5) | < 
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Le cu- adică 
| (a, + bn) T (a | b) | < ©, 
si prin urmare, a + b este limita sirului (а, + 0,): 
3 ) | F n i n 


пуа 


lim (a, + ba) = a + b = lim a, + lim by. 
п 20 n— oo n-—- 0 


Teorema 2. Dacă (a,) si (b,) sînt două şiruri convergente, atunci 
şirul (а, — 5,) este de asemenea convergent si 


| lim (a, — bn) = lim а, — lim Û, | 
| n> co y- со noo 


Demonstrația se face ca şi pentru teorema 1, scriind: 


recente Y 7 M ; i 
$ Ia, —5,) — (a — b) | = | (a, — а) — (5, — b) | < |a, — a | + lba — b | < =. 
gente. - ч E т : 
Cele douá teoreme se enuntá simplificat astfel : 
b. А Y Ae | 
Limita sumei este egală eu suma limitelor | 
atunei X t : M A = că | 
Limita diferentei este egală eu diferența limitelor 
$ ни $ 
Din aproape în aproape se arată că teorema 1 este adevărată şi pentru 
suma mai multor şiruri convergente (în număr finit) : 
> 0. În lim (a, 4- b, +e, 4- ... + fa) = lim a, + lim b, + lim e, 4... + lim f. 
п со п со п- оо п- oo n>% 
care îi În particular, luînd k şiruri egale cu (а,) deducem : 
lim (Ёа„) = È lim a, (k natural). 
n--oo n— oo 
Consecința 1. Dacă lim a, = a, atunci lim (a, + «) = lim a, + a 
А АЯ п-> oo T> 00 n= 
incit 


(x real oarecare). 
Într-adevăr, luînd 5, = « pentru orice n, (b,) este un şir constant şi 
) n I ‚ Vn 3 Ў 
deci lim b, = а. Se aplică apoi teorema 1. 


n- oo 


a daos Consecința 2. Dacă a,— a, atunci а, — а 0. Reciproc, dacă 
> auo . 
а, — а — Û, alune а, — a. 


, Într-adevăr, dacă lim а, = a, atunci lim (a, — a) = lim a, — a = 
n- 90 => со n-— oo 


ы |o 


= а— а = 0). 
Reciproc, dacă lim (а, — а) = 0, atunci lim а, = lim [(a, — 4) 4 a] 
n> n-oo n- o 
= lim (a, — a) + a = 0 + a = a. 


п oo 
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Exemple : 


1) Dacă 0 < q < 1, atunci lim (1 — q”) = 1. 





n- o 
Într-adevăr, lim q” = 0 (v. $2, nr. 2) si deci lim (1— 9") = 1 — lim 9° = 1— 0=1. 
n->= © n= п- со 
n +1 | 1 1 
2) lim = lim 1+ —|—=1-+ lim —=11+0=1. 
Ti 90 n n> © n n-o п 


2. Sirul produselor (a, •0,) 


S-a arătat mai sus cá, dacă a, — a si k este un număr natural, atunci 
ka, — ka. În particular, dacă a, — 0, atunci ka, — 0. 

Această proprietate este adevărată si dacă factorul Ё nu este numár 
natural : 


Teorema 1. Dacă (a,) este un sir convergent si c este un număr 
real oarecare, atunci şirul (ca,) este de asemenea eonvergent si 





lim (са,) — c lim a, 
| n> n=% 





Fie a = lim a, si fie k un număr natural, astfel incit | c | < Р. 


n> 
Atunci 
' 
| са, — са | = | c (a, —a)] = lella„—a|<kla—al. 

Dar, deoarece а, — a, atunci а, — a — 0, deci |а, — a | — 0 si, prin 
urmare, А | a, —а | 0. Conform criteriului de convergenţă, deducem 
са, — са — 0 şi deci ca, — ca. 

Exemple : 


Lb 1 1 
1) lim = — = lim (a 4b 2) =а+2 lim = a + 0:0 = а. 


no n п- со п п> о П 





En 9 9 9 

.. 5m —2n 4-1 - х. 2 1 2 d 2 : 1 

2) lim — lim |5 +=—|=5— lim —+ lim == 5, 
n oc n? Ti— 00 n? n? n=% п? n>% n? 


3) Dacă 0 <q < 1, avem lim 9” = 0 si deci lim aq" = 0. 
n> n-> 90 


n 


= 0. 








-y deducem: lim 


În particular, dacă luăm a = - 
1=—9 n> 1—9 


E , n 
4) lim 1 lim ЖЕСЕ. —— - lim == Е . 
no 1—4q пә |i1i—q 1—9 1—9 n-o 1—9 1—9 








Conseeinfá. Dacă a, 0 şi (b,) este un gir mărginit, atunci a, Б, = 0. 





atunci 


umăr 


număr 


i, prin 
ducem 


b, — 0. 
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Într-adevăr, deoarece (b,) este mărginit, putem găsi un interval (— M, M), 
cu centrul in 0, care să conţină toti termenii acestui sir, adică astfel ca 
— M « b, < M, sau |b, | < M. Atunci: 


M. 


а, 





| a,b, | == Cn | | b, | X 





Dar |a, | — 0, deci | a, | M — 0 si, conform criteriului de convergenţă, 
deducem cá a,b, — 0. 


Teorema 2. Dacă (a,) si (b,) sint două şiruri convergente, atunci 
şirul (a„b„) este convergent si 





| 


lim a,b, = lim a, * lim b, 


n= © п— oc n— со 





Fie а = іта, si b = lim b,. Atunci: 


7i— 00 n> oo 
a,b, — ab = a,b, — ab, + ab, — ab = (а, — a) b, -+ a (b, — b). 
Dar şirul (b,) este mărginit (fiind convergent) si a, — a — 0, deci: 


(а, Prey а) b, — 0. 


De asemenea, b, — b — 0, deci: 
а (b, — b) — 0. 


Urmează că: 
lim (а, b, — ab) = lim (a, — a) b, + lim a (b, — b) = 0 


n+ n- ©© n- 
şi deci: 


lim a,b, = ab = lira a, * lim 5,. 


n> n— oo n- o 


Teorema aceasta se poate enunta simplificat astfel : 








Limita produsului este egalá eu produsul limitelor 








Teorema 2 este adevărată şi pentru produsul mai тийог șiruri convergente 
(în număr finit) : 


lim (a,5,c, ... fp) = lim a, - lim b, * lim ce, ... m fe 


n> n- ow п—> со n-o п- со 
În particular, luînd Ё şiruri egale си (a,), deducem : 


lim (a£) = (lim a, (k natural). 


n> n oo 


1 kn Í 1)” k 13)” k : 
Exemplu : lim E + — | — lim 1 + 2 = | lim [з + — =e* (k natural). 
n> ©] п) no n; n-o | n 
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"n as ^ А [an 
3. Sirul eiturilor | z | 


| 
) 
Vn 


Să considerăm acum şirul cîturilor termenilor a două şiruri convergente. 


În primul rind, deoarece impártirea cu 0 nu are sens, trebuie ca 5, =Æ 0 pentru 
orice n. 
Se demonstrează mai intii o proprietate ajutătoare : 





Dacă b, = 0 pentru orice п şi dacă lim b, = b #0, atunci şirul be 
: n-ro by 


n--oo 


este convergent $t 


1 1 
lim — =, 
© bn lim 5, 
n- o 
(1) 


Să arătăm mai întîi că peur] :] este mărginit. Din ipoteza 0, — b 
ba] 
deducem |5, |> 15| >0. Să alegem (fig. 21) o vecinătate (x, 8) a lui |0 | 


cu x > 0. În această vecinătate se află toti termenii | b, |, cu exceptia unui 





( Nestor ER A Ü Ms 
) оќ le] f сс b, x 
Fig. 21 Fig. 22 





număr finit dintre ei. Pentru termenii |b„| din această vecinătate avem 
к te 1 TA к 1 2 : А 
xxm ded —-——: adià-———-—— 4 — Cu alte cuvinte, aceşti 
| bal o a b, РА 
23 TRA i oq 555 
termeni se află in intervalul | — —» (fig. 22). 
b, а ax) 
2 р e d 3x4 x “ох А А 
Ceilalţi termeni — care nu se află în această vecinătate sint în număr 
b. 
finit, deci putem gási un interval mai mare care să-i conţină si pe aceștia, 
Rezultă că şirul (=) este mărginit. Deoarece b, — b — О, deducem că 
b 
“зз 


(у. consec. de la nr. 2): 


Atunci : 





gente. 
,entru 


— b 


| b | 


ia unui 


—)— 


28 
oc 


avem 


aceşti 


număr 
a cesti de 


em că 
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1 кА угы ; 
Observaţie. Dacă lim b, = 0, | este nemărginit, deci nu este convergent. 


Se poate trece acum la şirul citurilor. 
Peoremă. Dacă sirurile (a,) si (b,) sint convergente, dacă 
pentru orice 


. м ! n . . а, 
n şi dacă lim 5, = 0, atunci sirul — este conver 


1 
= lim a,- lim — = lim а, ° 


Teorema aceasta se enuntá simplificat astfel : 


îtului este egală eu eitul limitelor, dacă limita de la numitor 


este diferită 


) este un sir convergent și dac 
°) este convergent și 
(lim a) *, 


Б fiind un număr natural oarecare. 


5r? + 2n + 6 










































46 CAPITOLUL 111. ȘIRURI DE NUMERE 
1 4 3 
n5 | илы айн кы خد‎ | 
п 4n — 3 n? n? n? 
2) lim — lim з : 3 
ne n? + 3nt + 1 n- œ i 3 1 
n? [t += LAT 
n n 
1 4 3 4 3 
———— lim [2— 5 — 7 
: 13 п? n? по n? n* n* 0 
= lim — = == — = 0. 
n- oo 3 1 3 1 1 
1-—--— lim [14- — + — 
n n п ec n në j 
, 1-1 1 х 
3) Deoarece |1 + — = — ——————— , rezultă: 
n ] |^ 
l+- 
n 
| 1)—n 1 1 
lim |1 + — = —— = — 61, 
n> n 1 e 


1 1 -kn 2 / 1 -njk ul А 1 ү" k 
4) lim |1 4 — — lim | +- | = | lim [1 + F = 
п- со n j nc n | n>% n 


1 ; 
= |- | == €" (k natural). 


5) Deoarece : 


n 


1 -[^ (=T Cm | [n—1-r1 
nj \ n d | п — 1 











rezultă : 
ү" Я f 1 n-1 7 1 
lim [1— — — lim |: ue —) . lim [14 —e:1-e, 
n— oc n n-oo n 1) n-o | п—1, 
De aici rezultă imediat: 


17 / 1 \-"1-1 , 1 n1-1 
lin [|[1— — | = lim [1 — — | zs lm [ — | = e, 
n ®© n n | | п) п o п) 


| are limita 0, s-ar putea ca şirul 


n 





, я T У : . fa 
Obsereatie. Dacá numitorul citului | 


а, 2 *1. х . «Ж 
(=) să nu aibă limită. 
b 


n 


1 ^ A a 
Exemplu : аз = 1, b, = —. Avem lim a, = 1 si lim b, = 0. Dar 2 = n şi ştim că 
n п = с n—> сс ba 


şirul (n): 1, 2, ..., n, .. nu are limită, deoarece este nemărginit. 





a şirul 


tim că 
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4. Trecerea la limită în inegalităţi 


Teoremă. Dacă șirul (a,) este convergent si dacă a, > 0, atunci: 


lim a, — 0. 
п- с 


Fie a = lim a,. Să presupunem, prin absurd, că а < 0 şi să luăm o veci- 





n>% 
nătate (х, 8) a lui a cu B < 0 (fig. 23). 

În această vecinătate ar trebui să se ос д 
afle termeni a, ai șirului, deci pentru —————————>— 
acești termeni am avea а, < 3 аа, 0 
ceea се contrazice ipoteza că а, > TT 


Urmează că a > 0, adică lim a, > 0. 


п- оо 


Observaţie. Este posibil са termenii şirului să fie strict pozitivi și, totuşi, limita să fie 0, 
1 А 
De exemplu, şirul | are termenii strict pozitivi, dar are limita 0. 
un 
Consecința 1. Dacă (a,) și (b,) sînt două şiruri convergente și 
dacă a, < 5, pentru orice n, atunci: 
lim a, < lim b, 
n= 20 n--0 
Pentru demonstratie se aplicá teorema precedentá sirului (b, — a,): 
b, — a, > 0, deci lim (b, — а„ > 0; dar lim (b, — а,) = lim b, — lim a, si, 


n> п 20 n-oo no 
prin urmare, lim b, > lim a 
ү n 
һ-> © п- 0 


п" 


Consecința 2. Dacă (a,) este un șir convergent şi dacă а < а, < В 
pentru orice n, atunci: 


« « lim a, < B. 


n= 


Se foloseşte consecința 1, aplicată mai intii şirului constant (x) si siru- 
lui (а,), iar apoi sirului (а,) şi şirului constant (8). 


f 117 A NÉ ү 
Exemplu: S-a arătat ($2, nr. 6) că 2< [1 + =] < 3, deci 2 < lim | + г <3, 
п п 20 п 


adică 2 Şe <` 3. Am precizat astfel un rezultat enunțat anterior, 
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EXERCIŢII 


1. Să ве arate că dacă şirul (a,) este crescător, atunci şirul (— a,) este 


descrescător: dacă, în plus, а, > 0 pentru orice n, atunci şirul |— | este de 
) Р) Р) n , 3 
Md) 


asemenea descrescátor. 


Să se arate că următoarele şiruri sint monotone şi mărginite : 


9.4, = — — • 
п 

€ on T ۹۹ 
8. d, = — (х număr real oarecare; В > 0). 

n + 1 

xn 

4. аз = — —. 

Вп 1 


Să se arate, aplicind teorema de la pagina 29, că șirul: 


КИ... are: mta 2; 
3 4 n+i 
jar şirul 
А х 2x «n y 2 
6. ——» - و‎ с у see (x număr real oarecare; 6 > 0) are 
6 +1 28.1 Bn + 1 


. . o 
limita — . 


Să se stabilească dacă următoarele şiruri sint convergente şi, in caz 


afirmativ, să se determine limita lor. 








7. а, = sin nz; а, = Sin —; а, = Sin —; а, sir 








9. а= ы 10. а, = — z —(x > 0, B > 1). 


14-27 х D 





(—1)y*-1 UO, T 
11. da, = —— —. 12. а, = sin (x număr real oarecare). 








EXERCIŢII 





49 


Aplicind teorema de convergenţă a şirurilor monotone să se arate că 


următoarele şiruri sint convergente : 
= za IT OT = 
16. V2, V2 + V2, | 3 +2 V3; ..., adică, 


este f — 6 
a pa а = [2 F ar- pentru л 


Le de 








= ^ / = 
17. a, = Va (a > 0), a, = Va + a, ,, pentru n 
(generalizarea sirului de la exerciţiul 16). 


› 





Сл х 1; = - 
18. a, = —(0<a< 1), a, = 4 27, pentru & — 2. 
2 2 2 
a a a? : 
19. a, = — (а > 1), 0, = ——- » pentru n > 2. 
9 s) 2 


Să se determine limita următoarelor şiruri : 








: 1 O Же net 
20. а, = = + (0,05)" — 3. 21. a, = cos = —3. 
2" n 
к 2 z є an 
32. а, = 5 | bb On ao mm e 
3 2"(n + 1) 
i a 2 2 (0,7): — 3 
2f а == „г cos? —. 95. d, =- SATA: 
n n — 2 + (0,01)% 
U) are T ; Н 
> эх” + € = ө” a 
26. а, = —— (о, В e (01). 27. a, = ———-. 
29" —1 14 a? 
a" o" - (X -n 
‚#8, п, = = 29. a, == ; 
m caz 1 + g? a" -L g” 
5л? + Зп — 1 { 3(1— n) (n + 2) 
Sa CE. si а, = SEE 
(n + 1)? (Зл + 4) (4 + 7n) 
1 — n) (3 — n) (2n — 5) ‹ 1+2-+..-+п п 
38. a, =) задо Езера. 
n* — 2n? + n? + 1 n+ 2 2 


























CAPITOLUL IV 


PUTERI ȘI LOGARITMI 


$1. LIMITE DE PUTERI RATIONALE 


S-a văzut în capitolul precedent (53, nr. 2 şi nr. 3) că dacă (a,) este un 
M d ? * n 


sir convergent si dacă а, = 0 pentru orice n şi lim a, 0, atunci, oricare 
n--oo 


ar fi numărul întreg A (pozitiv sau negativ), şirul (аў) este convergent si 
lim ай = (lim a,)*. 
п- со n— oo 


Dacă însă F este strict pozitiv, & > O, egalitatea аге loc chiar dacă termenii a, 


şi limita lim a, sint egali cu 0. 
n>% 


Proprietatea de mai sus se enunță simplificat astfel : 


| Limita unei puteri (întregi) este egală cu puterea limitei 








Să cercetim acum dacă această proprietate rămîne adevărată si in 
cazul cind exponentul nu mai este intreg, ci rational oarecare. Reamintim că, 
pentru ca puterile ap, cu exponent rational r, să aibă sens (v. cap. I, $2, 


nr. 4). va trebui să considerăm şiruri (а„) cu a, > 0 pentru exponent г strict 


3 


pozitiv, si cu а > 0 pentru exponent r strict negativ sau О. 





Vom considera mai intii cazul in care exponentul r este de forma 
k 


unde k este număr natural. 


> 0 pentru orice л, 





Teorem à. Dacă şirul (a,) este convergent si dacă а, 


atunci şirul (Va,) este convergent si 

. kr— kir: 

lim Şa, = іта, 
n- 20 п- оо 











§ 1. 





LIMITE DE PUTERI RATIONALE 





Sau 


1 1 
- E =: k” 
lim а? (lim a,) 


п- ёо n> со 





Să notăm lim а, = а > 0 (v. cap. ПІ, $ 3, nr. 4). Vom arăta că șirul ( 


Ву 
Y 
т-у о0о 


аһ) tinde 
x kr— » 4 v PTS сэл x ep А 
către | а. Să considerăm mai întîi cazul a > 0, deci a> 0. Sã presupunem cã ja nu ar fi 
tt : ^ WI Yep АЕ E em x SAT 

limita sirului (7 а») și să arătăm că ajungem la o contradicţie. Într-adevăr, dacă a nu este 


2 E а Е x DA АГ Aen 
limita sirului (y аһ) se poate găsi cel puţin o vecinătate (a, p) a lui үа cux > 0, astfel incit 


їп afara ei să se afle o infinitate de termeni | а, (fig. 24); pentru acești termeni avem fie 


O GCI NE 4 А 


| 
este un / | | \ \ 
: \ 
oricare / | A 
1 ос“ | \ p \ 
roent şi 
ў 0 a, a 
Fig. 24. 
nenii а, ўа» «o fie B< Va: deci, rezultă fie а, < ak, fie Bh < ap, pentru o infinitate de 
fo k П PE k А A 
indici я, Dar, ding < үа < В deducem «ë< a < В“, adică (x*, B^) este o vecinătate а 
Li " وا‎ 





lui a si in afara acestei vecinãtãti se află o infinitate de termeni a,, ceea ce contrazice 
E 


ipoteza cà a este limita șirului (a4). Aşadar, presupunerea că ya nu este limita 








şirului 
Y (an) ne duce la contradicție. 
т = hr $ Р ^ 1 kiam t kJ Ег kr 
| Urmează, deci, că үа este limita șirului (ра) : lim ja, = үа = ү lim ap, 
р n со noo 
vM In cazul cind a — 0, atunci Va = 0; ra- 
tá si in i : ; MEN k 
i ionamentul se face ca mai sus, tinind seama k 
tim că Р 2 GE : ос Va: va, f 
1 , că, dacă (x, B) este o vecinătate a lui 0, J 
È $2, avem к< 0— B, deci «< 0 < pF, Pentru ] * 1 A 
r strict termenii ja, dinafara acestei  vecinătăţi, ! | \ \ 
5f , 2 i 
vem f ¥ | “n, deci p^ < аӊ; prin urmare, l І \ | 
P E iacă ра, se află in afara vecinátátii (x, B), | | \ \ 
torma — 1 Sia Met AE AE 
tunci a, se află în afara vecinătăţii (x, Bk) a $ 
lui 0 (lig..25). k 
jo ex -4 dp А 
1 orice n, Teorema aceasta se enunță sim- Fig. 25 
? S: : Fig. 25. 
plificat astfel : 








Limita radicalului este egală cu radicalul limitei | 
































CAPITOLUL IV. 


PUTERI ŞI LOGARITMI 





Exemple : 


1 
1)lm —— — M 
n4 l noo 
2) im 
n> 
3) К G 
HN eeinía 


şi dacă > 0, atunci şirul 


q 


p 


Într-adevăr, a, == 


p 


q 
dn 


lim a 


Y n- со 


1 
n 


= lim 
n+ 


te 
[( 


Dacă 
[^ 


lim 


— lim 
n- oo 


1. 


nc 


D 


= 


lim 
n- 


П 
+ 


JT e t 


(a,) este un sir coneergent de numere pozitive 


) . 
i | este convergent şi 
q 


p 
. 9 
= (lim @,) . 


со 


n 
2 

Gn 
n 


gr : 
Va? deci: 





. (ар QT 
= lim Va? = flim аў = 


n- oc 


п- 20 


f (па а„)Р = (lim 


n— со 


1 s 

lim — = Yo = 0. 

1->со П 

| i DI IERT 
E = lim |1 + -] 
n | no n 
I 

1 


1 


n 


1 


n E : ES 
PER h hb 
| кл: h 


a)“ 3 


у P . . 
Dacă P este negativ, pentru ca puterile cu exponentul 


q 


să aibă sens, 


9 


buie să presupunem că baza este strict pozitivă. Deci: 


Consecința 


pozitive şi dacă lim a, > 0, atunci, oricare ar fi 


n--oo 


А 


sau negativ), șirul la. 


Dacă notăm r = ^, egalitatea aceasta capătă 


q 
puteri intregi: 


Rezultatele obţinute le putem enunfa acum într-o formă simplificată : 


9 
2. 


p 


q 


) este convergent şi 


p p 


lim а, = (lim a,)4 - 


п- о 


1 PEERS 
lim а5 = 
n> © 


п 


(lim а„)'. 
n+ со 


aceeaşi 


Dacă (a,) este un șir convergent de numere strict 


9 . ) "t 
numărul rational Р. (pozitiv 
q 











| Limita unei puteri (raţionale) este egală еп puterea limitei 


tre- 


formă ca şi pentru 
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$2. PUTERI IRATIONALE 


Р р 


: с : è 2 ES : p, 
Fie a > 0. Se stie ce înseamnă puterea a? cu exponent raţional —; а 
g 


este soluţia pozitivă — unică — a ecuaţiei : 


29 — 02. 
1 
EE T POE CIS a E iati anal 
. Ce înseamnă a!“ şi, in general, a^ cu exponentul х irațional? 
ri Să considerăm numărul | 2 ca fractie zecimală, cu o infinitate de ze- 
ойле ; 
cimale : 
V2 = 1,414 
Dacă păstrăm una, două, ..., n zecimale, obținem un şir de numere ra- 
: š y5 
tionale, convergent către |2 : 
1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 
Acestea fiind numere rationale, ştim ce înseamnă puterile lui а cu aceşti 
exponenti : 
ab^. gi (qu. quA 
Am obţinut astfel un şir de puteri rationale ale lui a. Se poate arăta eá 
is, tre- acest şir este convergent. Limita acestui şir se notează aV? şi se spune cá 


este puterea lui a cu exponentul |2. 
În cazul general, dacă х este un număr irațional, el se poate scrie sub 


-Æ stric S : SA А 3 
e struct formă de fractie zecimală : 


(pozitiv CEO 
I A — 009, 300g see Фу. 
Să notăm гу = «y, 91; Ta = o, 0100; Ta = Qo, 0105003; 
T, = бу, O40 see 0,5 ase 


pentru care este convergent către a. 
Considerăm apoi şirul puterilor lui а: 


алау ay EE. 


Se poate arăta că acest sir este convergent, dar demonstrația depășește 
cadrul manualului. Limita sa se notează a^ si se spune că este puterea lui a 
cu exponentul х: 


lificată : 


| a^ = lim qa” 


| nox ^ 
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Dacă ţinem seama că « = lim r,, această egalitate se scrie: 


T- СФ 

lim'7 

п— со 

а = lim а”. 


n- со 


Observatie. Ca si pentru puteri rationale, baza unei puteri reale oarecare trebuie să fie 


strict pozitivă. Dacă exponentul « este strict pozitiv, baza poate fi și zero: 0%=0, 


Se arată că regulile de calcul pentru puterile cu exponent real (rațional 
sau irațional) sint aceleași ca si pentru puterile cu exponent rational. Se pot 
demonstra de asemenea următoarele proprietăţi (bazele puterilor fiind pre- 
supuse strict pozitive) : 

lim, 


T. — ©] 
1) Dacă lim a, = «, atunci lim a*" = a EAR 


„со n= 








Limita poate trece de la exponent la putere 








l 
Exemplu : lime! = e9 = 1. 
n> 
2) Dacă lim а, = a, atunci lim аң = (lim a,)* = а" 


TU 00 n- oo п— oo 





Limita poate trece de la baza puterii la putere 











2n үт б 2п үт Д 
Exemplu : lim = | lim — | — 2m. 


ne În +1 tno n 4 
i 15 ө ка б 4 limon 
3) Dacă lima, = a și lim о, = х, atunci lim айп = (lim a,)^** = a* 
п- со n- o n>% n— 99 
[ 2n Ав 
Exemplu: lim (2) = 2% — 1. 
п> 20 \ 1 т 1 


$3. LOGARITMI 


Să studiem acum ecuaţia a* — b si să stabilim în ce condiţii are o sin- 


gură soluţie (pozitivă sau negativă J. În primul rînd, pentru ca a* să aibă 
0 si — deoarece, în acest caz, a* > 0 — trebuie de ase- 









sens, trebuie ca a 


menea să avem b > 





(raţional 
: 


Se pot 
lind pre- 


ire О sin- 
să aibă 


e de ase- 









3. LOGARITMI 


сл 
Єл 





1) Dacă а = 0 si b Æ 0, ecuaţia nu are nici o soluţie, deoarece, 


J, avem 0* = 


> 


) Dacă а = 0 si b = 0, ecuaţia are ca soluţie orice număr т > 0. 


3) Dacă a = 1 şi b >1, ecuaţia nu are nici o soluţie, deoarece, oricare 
îi z, avem 1* — 1 zx b. 

4) Dacă a = 1 si b = 1, ecuaţia are ca soluţie orice număr 7. 
Rámine deci de studiat cazul cînd a este strict pozitiv şi diferit de 1 
0. Se poate arăta că, în acest caz, ecuația а^ = b are o singură soluție, 
care poate fi număr negativ sau pozitiv (în particular 0). 
ах = b se notează log, b si se numeşte „logaritmul în baza a al lui b“. Așadar: 


х = log, b este echivalent cu q* = b 


Numărul a se numeşte baza logaritmului. Trebuie observat cá: 
— baza unui logaritm este un număr strict pozitiv şi diferit de 1; 
— numai numerele b > 0 au logaritmi. 

Din definiţia logaritmilor se deduc proprietățile lor: 


^—b 51 а!°в„% — | 


с) = log, b + 100, с; 
= log,b — 


g.b (oricare ar fi « real) 
a>0,b>0 şi a #1, b = 1, atunci 





log,c = log, b * log;c 





(formula de schimbare a bazei logaritmilor). 
Într-adevăr, să notăm log,b = z, deci a^ 
Atunci, а = b = c, deci log,c = zy 
In particular, luind c — a, avem log,c — 








Logaritmii in baza e se numesc logaritmi naturali sau logaritmi neperieni 
(de la numele matematicianului Neper). In loe de log,5 se serie In b. 


ritmii in baza 10 se numesc /logaritmii zecimali. În loc de log,b 
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EXERCIŢII 


Să se determine limita următoarelor şiruri : 










7 = 
7n? — V5n - 








Yn Es ln 


Ji 9 
n? in 
9 y 
2. a, ————— 
п + 
7 pr 
1 P rn^-— 4n 
ds – - 
› ar 
ў n? + 2n? 
Vn£41 


п2—п 4+1 
> 








CAPITOLUL V 


SIMBOLURILE + œ 81 — оо 


$1. SIMBOLUL -+ со 


Reamintim că şirurile convergente au fost definite prin proprietatea că 
in afara unor anumite intervale (vecinătăţile limitei) se află cel mult un 
număr finit de termeni ai şirului. 

Să considerăm acum şirul numerelor naturale 

E OE 

Acest şir este divergent (fiind nemãrginit), dar are o proprietate asemă- 
nătoare cu aceea a şirurilor convergente, şi anume : în afara unor anumite in- 
tervale se aflã cel mult un număr finit de termeni ai acestui şir. Mai precis : 

În afara fiecărei semidrepte (a, L oo) se află cel mult un număr [init de 
termeni. ai șirului numerelor naturale. 

Într-adevăr oricare ar fi a, există un număr natural N > a, deci pentru 
orice număr natural n > N, avem de asemenea n > a, adică n € (a, + оа). 
În afara semidreptel (a, + eo), şi anume la stinga ei, se află cel mult ter- 


menii 4, 2, 3, ..., N — 1, în numár 





finit (fig. 26). N-? М Nil 2 
Datoritá acestei analogii s-a Pat E ATE E = = 

convenit să se spună că şirul (л) : Е g 

al numerelor naturale are limită, Fig. 26 


iar acestei limite i s-a atribuit 
un simbol, + co (plus infinit) şi se scrie n > 4 oo. Se va arăta mai jos că 
se pot efectua cu,- со, са şi cu numerele, anumite operaţii; de aceea eo 
este numit număr infinit, spre deosebire de numerele propriu-zise, care 
sint numite numere finite sau pur şi simplu numere. 

S-a convenit ca semidreptele (a, + со) să fie numite vecinătăţi ale lui + оо. 
Cu această denumire, proprietatea şirului numerelor naturale pusă in evi- 
dentá mai sus se enunţă astfel : 
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În afara fiecărei vecinătăţi a lui + oo se află cel mult un număr finit de 
termeni ai șirului (n). 
In cazul altor şiruri, proprietatea aceasta s-a adoptat ca definiţie: 


Definiție. Se spune că un sir (а„) are limita + oo, dacă în afara 
fiecărei vecinătăţi a lui + co se află cel mult un număr finit de termeni ai 
şirului. 


3 
Se scrie: lim а, = + оо sau a, — + co. 
n-- o 

Aceasta înseamnă că, oricit de mare ar fi numărul A > 0, el este întrecut 
de toti termenii șirului, cu excepţia unui număr finit dintre ei. 

Pentru a distinge şirurile care au limita finită de cele care au 
limita + oo, vom numi in continuare şiruri convergente numai sirurile 
care au limita finită. 

Dispunem $i pentru sirurile cu limita + co de un criteriu asemănător 
criteriului de la șiruri convergente. 


n 


Criteriu. Dacă а, >b, pentru orice n si lim b, = 4- co, atunci 


n- 


lim 2, = + co. 
Ti— со 


De asemenea, sirurile monotone au o proprietate analogă aceleia a siru- 
rilor convergente : 


Orice şir crescător si nemărginit are limita -+ co. 





S-a adoptat convenţia : а « 4- оо 





oricare ar fi numárul real a. Folosind aceastá conventie, deducem cá ter- 


шеп unui sir crescător şi nemărginit sint mai mici decit limita + оо a 


sirului. Tinind seama de teorema din cap. III, $2, nr. 5, se poate da o for- 
mulare unitară asupra șirurilor crescătoare, fie mărginite, fie nemărginite, 


şi anume: 


Orice şir crescător are limită si limita sa este mai mare decît termenii 
şirului. 


Observaţie. Din convenția de mai sus rezultă în particular 0 < + оо, 
ceea ce îndreptățește să se scrie оо in loc de + оо, după cum se scrie, de 


E Tig Ei 1 1 Е A و‎ , 
exemplu, 5 sau — іп loc de +5 sau + —. Urmează cá, in loc de х, + + оо, 
3 3 


se poate scrie z, — оо, iar semidreptele (a, + оо) şi [a, + oo) se pot scrie 
(a, оо), respectiv [a, co). 








r finit de 


în afara 
ermeni ai 


> intrecut 


care au 
sirurile 


mănător 


о, atunci 


а şiru- 


la o for- 


wginite, 


2 


termenii 
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Exemple de siruri cu limila co: 


1) lim n? = оо, deoarece п? > n (v. criteriul). 


n- со 
= , В kf к У А С 
2) lim үп co (к natural), deoarece şirul | 1, і i eig | f n este crescător şi nemárginit. 
190 
3) Dacă a> 1, lim a" = co, deoarece şirul a, a°, a?, ..., а", ... este erescător și nemărginit 
n> 
(v. $1, nr. 3). În particular, lim 10” = co, lim 2” = co. 


Ti oo T - со 


$2. SIMBOLUL — co 


Sá considerăm şirul numerelor întregi strict negative 


Acest şir este divergent (fiind nemărginit), dar are și el o proprietate 
asemănătoare cu aceea a şirurilor convergente, şi anume : 

În afara fiecărei semidrepte (— oo, a) se află cel mult un număr finit de 
termeni ai șirului (demonstraţia este analogă aceleia de la $ 1). 

Datorită acestei analogii s-a convenit să se spună că şirul (—-n) are 
limită, iar acestei limite i s-a atribuit un simbol, — co (minus infinit); — co 
este numit număr infinit, ca si + co. 

S-a convenit ca semidreptele (— co, а) să fie numite vecinătăţi ale 
lui — co; atunci, proprietatea de mai sus a șirului (— n) se formulează 
astfel : 

În afara fiecărei vecinătăţi a lui — оо se află cel mult un питат finit de 
termeni ai șirului (— п). 

În cazul altor şiruri, proprietatea aceasta s-a adoptat ca definiţie: 


„) are limita — co, dacă în afara 
fiecărei vecinătăţi a lui — co se află cel mult un număr finit de termeni ai 
sirului. 


Definiţie. Se spune cá un sir (a 


Se scrie lim а, = — co sau а, — — оо. 
no 


Aceasta înseamnă că, oricît de mare ar fi numărul A > 0, toti termenii 
șirului, cu excepţia unui număr finit dintre ei, sint mai mici decit — A. 
Tinind seama de definiţia 1 a limitei unui șir convergent (v. cap. III, 
nr. 2) si de definițiile de la $1 si § 2 din acest capitol, se constată că 


$2, $ 
formularea definiţiei limitei unui şir este aceeași, fie că limita este finită, 


fie cá este infinită. 
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Semnalăm următoarele proprietăţi : 
Criteriu. Dacă а, < b, pentru orice n si limb, = — оо, atunei 
n> 
lim a, = — co. 
n>% 


Orice sir deserescător si nemărginit are limita — oo. 


ч A | 
S-a adoptat convenţia : | -_оо <a 





oricare ar fi numărul real a. Tinind seama de teorema din cap. III, nr. 5, se 


poate da o formulare unitară asupra şirurilor descrescătoare, fie mărginite» 
lie nemárginite, şi anume: 

Orice şir deserescător are limită și limita este mai mică decît termenii 
șirului. 


Obsereatii. 1° Din convenţia de mai sus rezultă — oo < 0. 
2? Deoarece — oo <a si а < oo, pentru a extinde proprietatea de 


tranzitivitate a relaţiei de ordine şi la numerele infinite, s-a adoptat convenţia : 


| 
| — oO < OO | 


Exemple de şiruri cu limita — ©: 
1) lim (— n?) = — co, deoarece — п? < — n (v. criteriul). 
п-— 0 
2j lim (= ү п) = — co (К natural), deoarece şirul 
no 
Hi dm hx bj 
==, _' ою /3 А > 
y 1 ү | А ү п 


este descrescător si nemárginit. 


$3. OPERATII CU + оо ŞI — co 


1. Suma 


Se poate demonstra următoarea proprietate : 
1) Dacă şirul (a,) este convergent gi are limita a, iar şirul (b,) are limita oo, 
atunci şirul (a, + bn) are limita co. 
n n+ n—1 


, Ön = n, а, -]- b, = 
n n 











Я 


Exemplu: ад = 


Avem lim a, = 1, lim b, = co, lim (а, + bg) = co. 
no n o п э со 





o. atunei 


nr. 5, se 
nárginite, 


termenii 


etatea de 
onvenţia : 


limita oo, 


6 3. OPERATII CU + © SI — œ 61 








S-a arătat (v. cap. ПІ, $3) că, pentru douá siruri convergente, limita 
F 3 7 5 ! 

sumei este egalá cu suma limitelor. Pentru a putea afirma și în cazul pro- 

prietátii de mai sus cá limita sumei (co) este egalá cu suma limitelor (а + со), 


s-a adoptat convenţia: 





(oricare ar fi numărul real a). 
Se pot demonstra de asemenea următoarele proprietăţi : 


2) Dacă lim а, = co si lim û, = co, atunci lim (a, + 5,) = co. 


no noo جم‎ со 
3) Dacă lim a, — a (a finit) si lim b, = — co, atunci lim (a, + 0,) = oo. 
п- oo п> oo no 
4) Dacă lim a, = — co şi lim 0, = — oo, atunci lim (a, + bn) = — co. 
ج‎ 0 n- oo n>% 


Pentru a putea afirma şi în aceste ^azuri că limita sumei este egală cu suma 
limitelor, s-au adoptat convențiile : 





| oo + оо = co | | a + (— оо) =—со | — оо + (— eo) = oo 








in loc de a + (— оо) se scrie a — оо; iar in loc de — оо + (— оо) se scrie 
— оо — OO. 

Observaţie. Nu se atr ibuie nici un sens operaţiei oo + (— со) (sau оо — co), 
deoarece, dacă lim a, = + ee şi lim Ё, = —- eo, despre şirul (a, + bn) nu 


оо‏ جر 


noc 
se poate afirma nimic: in unele cazuri (a, + b,) este convergent, in alte 
cazuri are limita + оо sau — оо și in alte cazuri nu are limită. 


Exemplu : 


(an): 2, 2, 4, 4, ..., Әп, 2n, ..., lim a, = + со, 
n= со 
(ba): — 1, —2, — 3, — 4, „5 — 2n + 1, — 2n, es lim b, = — co, 


n>% 

(a, + b, ): 1, 0, 1, Q, ..., 1, 0, ...; nu are limită. 

Tinind seama de teorema asupra sumei a două șiruri convergente (cap. 111, 
§ 3) şi de propr. 1) — 4) de mai sus, se poate da următoarea formulare 
unitará : 





Dacă sirurile (а„) şi (0,) au limită (finită sau infinită) şi dacă suma 
limitelor are sens, atunci șirul (a, -- bn) are limită si limita sumei 
este egalá eu suma limitelor 





Cazul exceptat: lim a, = + оо şi lim b, = — co. 


n- oo a> 
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2. Produsul 


Urmind aceeaşi cale ca la nr. 1, pent 
sului este egalá cu produsul limitelor si 


ILE 


+o SI — c 





ru a putea afirma cá limita produ- 
în cazurile cînd unul sau arnbele 


șiruri au limită infinită, s-au adoptat următoarele convenţii : 

















| 
4 co =00 şi | а‘ (— оо) = — оо dacă a > 0 
| | 
а Фо = —оо | și a *(— oo) = co dacă a <0 
a = - : 
CO x O › | (— œ): (— оо) = оо | со :(— оо) = — оо 





Observatie. Operaţiilor 0 - со si 0 (— о 





co) nu li se atribuie nici un sens, 


deoarece, dacă lim a, = 0 și lim Û, = + со (sau lim b, = — оо), despre 
n>% no noo 
şirul (a„b„) nu se poate afirma nimic: în unele cazuri poate fi convergent, 


în alte cazuri poate avea limita + со sau 
nu aibă limită. 


Exemplu 


1 —оо, iar in alte cazuri poate să 


1 1 1 1 1 Ў 
(a) Буу Оба و‎ Ms lim a, 
2 3 4 2n —1 2n د‎ 
(b,): 2, 6, 4, ,... 4n — 2, 2n, ..., lim b, L со 
n со 
(0505) :1, 2; 1, 2, 1, ...; nu are limilá. 
Ca si la nr. 1, se poate da următoarea formulare unitară: 


limitelor are sens, atunci şirul (a, 5,) 
este egală cu produsul 


Cazuri exceptate : lim a, = 0 şi lim 5, 


n Со n = со 


Dacă sirurile (a,) si (5,) au limită (finită sau infinită) şi dacă produsul 


Fiecare din aceste cazuri se desemnează prin 0 · оо. 





are limită şi limita produsului 





limitelor 
= oo; lim a, = 0 si lim b, = —оо. 
n> noo 





ta produ- 
u arnbele 


un Sens, 


despre 


vergent, 
poate să 


dusul | 
ului 
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3. Citul 


Ca si la nr. 4 si nr. 2, pentru a putea afirma cá limita citului este egală 
cu cìtul limitelor şi în cazul cind limita numitorului este infinită, s-au adoptat 


următoarele convenţii : 











oricare ar fi numărul real a. 


Observatie. În cazul cînd ambele limite sint infinite, despre şirul 
" ly 7 sw E E а} \ Ao 
cit | “ | nu se poate afirma nimic. În unele cazuri, șirul К poate fi convergent, 
b ) 1 





în alte cazuri poate avea limita + со sau co şi, în alte cazuri, poate să 
CAE х T UTERE RET ONES „+o —00 о cO 

nu aibă limită. De aceea se spune cá operațiile - ‚ ول و‎ —— 
- 00 —00 —00 --% 


nu au sens. 


Exemple : 


(an): 2, 2, 6, 4, ..., 4n — 2, 2n, se а, > F co, 
(ba): 1, 2; 3,4, ..., 2n — 1, 2n, <a 5, — + co, 


| 2]; оао nu are mita 
) 


Reamintim că altă operaţie fără sens este împărţirea cu 0 si că, în cazul 


> . e = (a) g м pe Rorer ug 
cînd limita de la numitor este 0, şirul cit | :| poate să nu aibă limità 


{5 
v. сар. ПІ, $3). 
Ca si la nr. 1 si nr. 2, se poate da acum următoarea formulare unitară : 

2, д ) 1 


Dacă sirurile (2,) si (5,) au limită (finită sau infinită) şi dacă raportul 
0, са еса io ^ . 
| are limitá, si limita eitului este 
b, 


limitelor are sens, atunei siru! | 
egală eu cîtul limitelor 








Cazuri exceptate: lim b, = 0; lim a, = + co şi lim b, = -+ co, cazuri 
n © п— Со n> 
А . ا‎ -+o 00: —-00 - . 00 
lesemnate prin : y ورسك‎ » —— sau, pe scurt, cazul 
oo 


%— 0+ 00 — م + 
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; : Е н 1 у "n 
În ceea ce priveşte operaţia fárá sens —-, se pot face unele precizări : 


0 
1) Dacă a, > 0 si lim a, = 0, atunci lim == 
„© n>% ln 
5 т 3 WEE Ced A 
2) Dacă a, < 0 şi lim a, = 0, аішпе hm — = —осо. 
n — 00 n>% Яр 
? X х X h хе | | ч ә С 1 
Rezultă cá, dacă lim a, = 0, atunci lim | a, | = 0 я deci, lim — = оо. 
© n- oo no |n 


4. Puteri 
În capitolul IV s-a afirmat că se poate demonstra că dacă а, — a (a, > Û 
a > 0) si b, — b, atunci : 
b b 
0," >d. 


Dacă, în plus, b > 0, atunci si în cazul a = 0 avem: 


b 4 


0," — а? = 0° == Q; 


b 


Dacă. însă, a = 0 şi b = 0, despre şirul (a;*) nu se poate afirma nimic, 
după cum se va arăta mai jos prin exemple. Operația 0 nu are sens. 
Pentru ca regula de mai sus să rămină adevărată şi în cazul cînd una 


sau ambele limite sint infinite, s-au adoptat convențiile: 

















Dacă d> 1: 1 a E оо | şi | а7% = 0 | 
Dacă 0 < a—1 JN -0 ] 51 | с= = co 
Dacă a > 0: | = оо | 
Dacă a — 0: ET ‘j 
| (9-9 : | oo" m |, | oo — 0 | 


Nu se acordă nici un sens operațiilor 1%, 0° si oo", deoarece, in aceste 


cazuri, despre sirul (а?) nu se poate afirma nimic. Uneori, acest şir are limită, 


finită sau + оо, alteori nu аге limită. 





V 


1 nimie, 


nd una 


aceste 


e limità, 








Exemple : 


ү? * n 
Cazul 1%: а, = 67) ‘g3, bn =n, ап = e~} , adică 
1 1 
ane T 
€ € 
Avem lim a, = е0 = 1, lim b, oo, dar şirul a^" nu are limită. 
n- oc no 
2 1 (pt e 
Cazul 09: а, = €, b, = (— 1)" —, ап = e? , adicá 
1 1 
Bip 
é 
Avem lim a, = eœ = 0, lim bj = 0, dar şirul (a) nu are limită 
n>% n-> 90 л 
т 1 (im " 
Cazul 000: а, = e", b, = (—1)" — , abı = е1)" , adică 
n a 
1 
e € 
e é 
Avem lim а, = e oo = co, lim b, = 0, dar șirul (а?л) nu are limită. 
n- oo » © 





Ca si la nr. 1, nr. 2 si nr. 3, se poate da acum urmátoarea formulare 
unitará : 








Dacă аё» are sens pentru orice n, dacă a, — a şi 0, — b (a si b finite 
sau infinite) si dacă а” are sens, atunci şirul a,» are limita a. | 








Cazuri exceptate : 


lim а, = 1 şi lim Û, = co Cazul 1%), 
n>% n> 
lim a, = 0 şi lim b, = 0 (cazul 09), 
n-> oc no 
lim a, — co si lim b, — 0 (cazul 000). 
n-> 0 n— oo 


Tabloul operaţiilor fără sens (recapitulare) 








pentru adunare: oo — со | 
pentru înmulţire: 0-oo si 0.(— оо) | 








a w . а. 5 . U 00 00 - 00 оо 
pentru împărţire: — |in particular — hls: =——з+ = | 
0 z 0 oC —00 o0 — 00 | 
pentru puteri: 1%, 00, оо? | 
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EXERCIŢII 


Să se determine limita următoarelor şiruri : 





1. а, = 213 — п? + 1. 2. a, = 1 + Зп — m. 
5n* — 2 
3. а, = — 5n? + п? — Зр. 4, a 
п? + n +1 
Є з—7п—гї Я 2 — Зп) (п + 7) (1 — n? 
0. Q, = Sa veis Lm 6. d, = і PN dA ) à 
2n 4- 9 n? + 25 

alea rx X | О ИСТИТ”: Ө 
T. а, = y 2n? + 5. 8. а, = — үп? + 2. 
9. а, = | п? Fi — п. 10. a, = п (|n? +1 — n). 


11. а, = 5и? + 1— n. 12, а, = п + 1 — үп? F З, 





CAPITOLUL VI 


D FUNCȚII 


$1. NOȚIUNI INTRODUCTIVE 


1. Exemple de functii 


Una din noţiunile fundamentale ale analizei matematice este aceea de 
inetie. Această noţiune este rezultatul unui îndelungat proces de abstrac- 
zare — etapă importantă a procesului de cunoaștere — in stráduinta oame- 
ilor de a obţine o descriere cit mai exactă, mai științifică a fenomenelor 
ип natură. 

Să dăm citeva exemple: 

1) Să considerăm un mobil care se deplasează într-un singur sens pe o 
ireaptă începind dintr-un punct 0 (fig. 27). Să măsurăm cu o anumită unitate 

lungime, de exemplu cu metrul, distanţa dintre mobil si punctul 0 in 
ferite momente: după o secundă, după două secunde ş.a.m.d. Se obțin 
stanţele s,, 5„ s.a.m.d. Fiecărui mo- 


ent t ii corespunde o anumitá distantá s. ÎN و م‎ 
În general, diferitelor momente t, t” 0 $, 5, S; 


" 


e corespund distante diferite s', 5”. 
unoastem mişcarea mobilului dacă in Fig 
ecare moment 7 cunoaştem distanța 
respunzătoare s. Așadar, mişcarea mobilului este caracterizată prin cores- 
pondenta dintre mulţimea momentelor t şi mulțimea distanțelor s. 
Distanţa s la un anumit moment t depinde de t. Se spune că distanţa 
reursă de mobil este funcţie de timp. 
2) Să considerăm un gaz închis într-un cilindru cu piston. Dacă exer- 
ităm o presiune asupra pistonului, volumul gazului se modifică. Astfel, 
diferite presiuni, Ру, Ps, ..., P 
V,. Fiecărei presiuni P îi corespunde un volum V. Proprietatea de 


gazul va avea diferite volume, Vi, Vo, ... 


ny 
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elasticitate a gazului este caracterizată de corespondența dintre mulțimea 
valorilor pe care le ia presiunea şi mulțimea valorilor pe care le ia volumul. 
Se spune că volumul gazului este funcție de presiunea exercitată. 

3) Să considerăm un curent electric care trece printr-o rezistență. Cu- 
rentul are o tensiune V si o intensitate I. Dacă se modifică tensiunea curen- 
tului, se modifică si intensitatea sa. Pentru diferite tensiuni Vi, Vo, ..., У, 
obţinem diferite intensitáti /,, Za ..., Z,. Fiecărei valori V a tensiunii ii co- 
respunde o anumitá valoare / a intensitátii. Modul in care variazá curentul 
electric este caracterizat de corespondența dintre mulțimea valorilor pe care 
le ia tensiunea şi mulţimea valorilor pe care le ia intensitatea. Spunem că 
intensitatea curentului este funcție de tensiunea sa. 


2 


4) Se stie cá aria A a cercului de rază R este тЁ?, 
| = пВ?, 


Două cercuri de raze diferite au arii diferite. Aria A а cercului depinde 
de raza sa R, adică unei anumite raze îi corespunde o anumită arie. Egali- 
tatea de mai sus caracterizează corespondența dintre mulţimea razelor și 
mulţimea ariilor. Se spune că aria unui cere este funcție de raza sa 

Raza cercului este un număr pozitio oarecare şi aria corespunzătoare 
este de asemenea un număr pozitiv, astfel încît, în fapt, corespondenţa 


dintre raze si arii este o corespondenţă între mulţimea valorilor pe care le 
ia raza, anume [0, + оо), şi mulţimea valorilor corespunzătoare ale ariei, 
de asemenea [0, -+ co). 


2. Definiția funcției 


Exemple de corespondențe (sau funcții) de felul celor de mai sus se pot 
da oricit de multe. 

Matematica nu se poate însă limita la studierea unor corespondențe 
particulare, așa cum intervin ele, de exemplu, în fizică sau in chimie, ci 


4 


studiază dintr-un punct de vedere general toate aceste corespondențe, pentru 
ca rezultatele obţinute să poată fi apoi folosite de celelalte științe, conform. 
specificului fiecăreia. Pentru a face acest studiu general, matematica cer- 


cetează corespondentele care se pot stabili între două mulțimi oarecare. in 
mod special interesează corespondentele între două mulțimi de numere. 


Definiție. Dacă fiecărui element z dintr-o mulțime E facem să-i 
corespundă — printr-un anumit procedeu — un anumit element 7 dintr-o 
mulțime F (şi numai unul), corespondența dintre elementele mulțimii E si 
cele ale lui F se numeşte funcţie. 


Asada 
valoare 
unct 
D 
xista 
mai n 
punde 
pătrat 


esle 


















ultimea 
olumul. 


Cu- 
suren- 
1 n 


co- 


rentul 


se pot 


lente 

ci 

niru 
niorm 

1 Cer- 

În 

facem să-i 
dintr-o 
tmii E si 
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O funcţie se notează printr-o literă, de exemplu f (se pot întrebuința 


şi alte litere g, h, Р, Ф, Û etc.). 
Multimea E se numește mulțimea de definiţie a 
de definiţie al funcției f. 


Dacă a este un element din E si dacă lui a îi 
este imaginea lui a prin funcţia f sau cá b este valoarea 


funcţiei f sau domeniul 


corespunde elementul b 


din F, se spune cá b 
funcției f în a şi se mai notează f (a) (se citeşte sf de a“): 


b = f (a). 


Se spune, de asemenea, că b se obţine aplicind pe f lui a. 


Așadar, valoarea f (a) a func tiei f in a este un element din F. De aceea 


F se numeste multimea in care funcţia f ia valori. 
căruia îi ir s prin f ele- 


se mai spune 


Dacă z este un element oarecare din E, 
mentul y din Е, în loc de y este valoarea lui f in x (y =f ( 
uneori у este fune tie de x, in sensul cá y depinde de 2. 

Se spune cá f este o funcţie definită pe E, cu valori în F. 

Notiunea de funcţie comportă, deci, trei elemente : o mulțime de defi- 


nitie E, o multime F, in care funcţia ia valori, şi o core 
arte din elementele celeilalte mulţimi (eventual 


spondentá intre ele- 


mentele primei mulţimi şi 0 p 
toate). 


Exemple : 
1) Fie E o multime formată din trei cărți: a, b, 
cartea a costă 5 lei, cartea b costă 3 lei si cartea с costă 5 lei; Putem face 


árti preţul ei; obtinem astfel o func- 


Sá presupunem cà, de exempiu, 
să corespundă 


fiecărei « 
tie f. Corespondenţa stabilită de această 
funcție este indicată in figura 28 prin săgeți. 
Avem : 

[ (а) = 5, f(b) = 3, f (c) = 5. 


Aşadar, valoarea. func} liei f in a este 5; 


f 


valoarea funcţiei f in b este 3; valoarea 





functiei f in c este 9. 

Din acest exemplu se constată că pot 
xista elemente din F care să corespundă 
mai multor elemente din E. Astfel 5 cores- 
punde şi lui a şi lui c; f(a) = f (e) = 5, 

оу Fie E intervalul închis [— 1, 1]. Să facem că corespundă fiecărui număr х = [— 1, 1] 


Am obtinut astfel o funcţie f a cărei valoare f (2) intr-un punct z din E 


pătratul său 22, 


este 22; 


f(x) -= 1: rc [— 1, 1]. 
| M MET 1 45 У 1 
Astfel [(—1)=1; fir Ec IH | di 
| 2 | 4 2 1 


Si aici se constată са funcţia poate avea aceeaşi valoare in puncte diferite 
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f 1) (1) 1 
Astfel f(—1) = f(1) = 1; Ju — - | = fl | = — ; în general, f (— х) = f (x) 1%; 
4 


мә 


M 


Două funcţii f si g se consideră egale dacă, şi numai dacă, au acelaşi 
Rezultă că două funcţii care au domenii de definiţie diferite nu sint 
egale. De asemenea, dacă două funcţii f şi g au acelaşi domeniu de definiţie E, 
dar au valori diferite cel puțin pentru un element 


domeniu de definiţie și dacă stabilesc aceeaşi corespondenţă. 


£ g a a € Е, f(a) # g (a), atunci f si g nu sint egale. 
a e 5 / 
Exemple : 
b ó 1) Presupunind in exemplul 1) de mai sus că s-a 


ieftinit cartea a si costă numai 3 lei, celelalte cărţi avind 

acelaşi pret ca mai înainte, se obţine o altă funcţie, g. 

Fig. 29 Corespondența stabilită de această funcţie este indicată 

în figura 29. Funcţiile f si g din figura 28 si figura 29 

au același domeniu de definiţie E, dar nu sint egale, deoarece au valori diferite in a: 


f (a) = 5 si g (a) = 3, deci f (a) Æg (a). 


2) 


2) F 
x e [0, 2 


ie E intervalul închis 0, 2] şi fie funcţia care face să cores undă fiecărui număr 
, $ р 
] pătratul său ză: 


gin) =; xe [0; 2]. 


Funcţia g din acest exemplu si funcţia f(x) = a? pentru x e [— 1, 1], considerată mai 
inainte, nu sînt egale, deoarece au domenii de definiție diferite, desi pentru punctele din [0, 1], 
comune celor două domenii de definiţie, ele au aceleaşi valori : 


f(x) = g (0), x € [0, 1]. 


) 


3. Argumentul unei funcţii 


Fie f o funcţie definită pe o mulţime E, cu valori într-o mulțime F. Dacă 
se notează cu x un element oarecare (arbitrar) din mulţimea de definiție E, 
x se numește argumentul funcţiei f (sau variabila independentă a funcției f). 
Pentru a pune in evidenţă argumentul z al funcţiei f, se va nota de multe 
ori această funcție cu f(x), in loc de PA; 

Argumentul unei funcții se poate nota şi cu alte litere, de exemplu: 


Сти, V'ete, 


* De fapt, pentru a pune în evidenţă argumentul z, funcţia ar trebui notată z—- f (x), 
т € E, ceea се ar complica scrierea, 








acelaşi 


nu sint 
initle E 
element 


egale, 


? 


că s-a 
avind 
nete, g. 
ndicată 
gura 29 


in а: 


umar 


ia mal 


[0, 1], 


Dacă 
ое E, 
tiei f). 


multe 


emplu : 


> f (x), 
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4. Funcţii reale de o variabilă reală 


În restul manualului vor fi considerate numai funcţii cu valori numere 
reale (deci mulţimea F în care funcţiile iau valori este R) si definite pe mul- 
timi de numere reale. Mulțimea de definiţie trebuie specificată de fiecare dată. 

Astfel de funcţii se numesc funcţii reale de o variabilă reală. Aceste funcţii 
sînt definite numai pentru numere finite şi au totdeauna valori finite. 

Dat fiind că toate funcţiile care vor fi intilnite mai departe sint funcţii 
reale de variabilă reală, ele vor fi numite, mai simplu, funcţii (fără altă 
specificaţie). 


5. Graficul unei funcții 


Fie f o funcție definită pe o mulţime de numere E. Fiecărui număr 
x € E îi corespunde imaginea sa f (x) prin funcţia f. Putem forma perechi de 
numere de forma (zx, f (2)), unde primul număr, =, este din E, iar al doilea 
număr, f(x), este valoarea funcţiei f in =. O asemenea pereche de numere 
reprezintă un punct în plan. Toate punctele din plan de forma (2, f (2)) cu 
т € E formează о mulțime de puncte care se numeşte graficul funcției f (sau 
curba reprezentativă a funcţiei f). 

Este foarte util ca, ori de cite ori este posibil, să trasăm graficul unei 
funcţii, deoarece pe acest grafic se pot citi ușor unele proprietăţi ale funcţiei. 

Exemple : 


1) Fie funcția f(x) = a? definită pentru z є [— 1, 1]. Să găsim citeva puncte ale grafi- 
cului corespunzătoare unor valori ale lui x: 





3 1 1 ا‎ i 

1 —1——— — -— 0 — —— 1 
4 2 4 4 2 4 
9 1 1 1 119 

f (a) 1 A [ыйсы ащ 


Am obţinut astfel următoarele puncte ale graficului lui f: 


c». [ $ uf 4 S i d3 
EY i'd а ا‎ x 


po EE ү {С 2] 
(0, 0), | ; e s Es |, |5, ao, 
1748]^ |2 4 ME 48) 


pe care le-am reprezentat în figura 30. Unind aceste puncte printr-o linie curbă obținem cu 


- 


aproximaţie graficul funcţiei f. Dacă dorim să trasăm  graficul cu precizie mai mare, trebuie 
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să mai găsim si alte puncte (x, f (x)) ale sale, dind lui x mai multe valori. Spunem cá am con- 


struit graficul funcliei f prin puncte. 








2) Fie funcţia g(x) = 22 definită pentru z є [0, 2]. Sá construim graficul acestei 


funcții prin puncte. Pentru aceasta, formăm următorul tabel: 


fs 








Fig. 30 Fig. 31 
Am obținut astfel următoarele puncte ale graficului lui 0: 


9 
, |, (2, 4), 





ре care le-am reprezentat în figura 31. Unind aceste puncte, se obţine cu aproximaţie gra- 
ficul funcției g. 


Observaţii. 1° Tinind seamă de modul în care a fost definită mai înainte 
egalitatea a două funcţii, rezultă că două funcţii sint egale, dacă, şi numai 
dacă, au același grafic. 

În exemplele 1) si 2) de mai sus, funcţiile f si g sint diferite, pentru cá au 
domenii de definitie diferite, ceea ce se vede usor pe graficele celor douá 
functii. 

2? Fie f o functie definită pe o mulţime de numere E. Graficul sáu este 
format din acele puncte (z, у) din plan pentru care ordonata y este valoarea 


“3 


functiei f în ze 


deci care verifică ecuaţia : 
у= | (2), 2 Є Е. 


Această ecuaţie se numește ecuatia graficului funcției f. 





con- 


acestei 


În 


gra- 


unte 


imail 


à au 
două 


este 


loarea 
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Exemple : 
3 


1)y2z, —1<х<1 


este ecuaţia graficului funcţiei f din exemplul 1) de mai sus. 


este ecuația graficului funcţiei g din exemplul 2) de mai sus. 
3) y = ах + b, reR 


este ecuaţia graficului funcţiei f(x) = az + b definită pe R; după cum se știe din clasele 


precedente, acest grafic este o dreaptă, deci y = ar + b este ecuaţia unei drepte. 
4) у = ax? + bx е; хе К 


este ecuatia unei parabole, care este graficul funcţiei f(x) = aa? + br + c definită pe R. 


6. Cîteva moduri de a defini funcţii 


a) În mod frecvent, se întilnesc funcţii care stabilesc corespondența 
ж — f (x) aplicind succesiv argumentului z cel mult de un numár finit de ori : 
operaţiile algebrice (adunarea, scăderea, înmulțirea si împărţirea), ridicarea 
lui z la o putere cu exponent oarecare, ridicarea unei baze oarecare la o putere 
cu exponent z (exponentierea), logaritmarea, precum 51 sin, cos, tg, ctg, 


arcsin, arccos, arctg, arectg. 
Exemple : 


1) f(x) = -—— , definită pentru х є Д. 


Mia 
B 

is 
> 


2) f(z)-— ex т? 4-3, definită pentru ze R. 


1 
3) f(x) = ——— , definită pentru z є R — {1}. 

х — 1 
4) f(x) = In (x + 1), definită pentru z € (— 1, + со). 
5) f(x) = 


6) f(x) = 





Observatie. La toate aceste funcții s-a luat ca domeniu de definiţie mulțimea tuturor punc- 
telor z pentru care operaţiile respective au sens, Desigur, aceste funcţii pot fi definite si pe 
mulțimi mai restrinse. Dacă nu se specifică domeniul de definiţie al unei astfel de funcții, 
se subintelege că domeniul său de definiţie este format din toate punctele pentru care operaţiile 


respective au sens. Acesta este domeniul mazim pe care poate fi definită funcţia. 


























74 CAPITOLUL VI. FUNCŢII 





b) Se pot considera funcții care sint definite pe o reuniune de intervale, 
nume în moduri diferite pe fiecare interval în parte. 


Exemple : 
1) Să considerăm un vas cilindro-conic, cu dimensiunile indicate în figura 32. Să se sta 


bilească raza R a secţiunii plane paralelă cu baza cilindrului, în funcţie de distanţa z de la 
virful conului, 















M Se observă că: 
t, dacă 0 x xr ss 
f (x) 
b а, dacă аҳ х + b. 
Domeniul de definiţie al funcţiei А (x) este [0, а + b]. 
(a) a b n. 
De exemplu, R| | = , R| a+ — | = а. Evident, pentru x in 
ә 9 m 
afara domeniului de definiţie (x < 0 sau x> a + b), nu mai аге 
a sens să vorbim de raza secțiunii plane; pentru aceste valori, 
r funcția А (2) nu este definită, 
oS XA = —i pentru rx 0, ze (— со, 0 
Fig. 32 2) f (x) р x ( | 
r pentru > 0, хє (0, + о). 
Această funcţie se poate scrie sub forma: 
f(x) = | 2 |, pentru ze R 
sau 
f(x) pentru xt E R. 
| ı3 + 2 pentru — 3 < rx 2, x e (— 3, 2] 
3) TE) = < yx . А 
— pentru 2 < 0295, T є (2, 5]. 
т 1 


Această funcţie este definită ре (—3, 2] U (2, 5] = (— 3, 5]. De exemplu, f(—1)=1; 


V3 2 
ч € ‹ „А. P n ә a є n - 
f (0) 2: [(1)== 3; f(3) = - $ [(4) = —. Pentru t < —3,sau x> 5,f (x) nu mai are 
4 5 
sens, 
e” , pentru х є (— 1, 0) 
4) f(x) = 


5, pentru zx є [0, 1) 
е2, pentru x є [5, 7]. 


Aceasiă funcţie este definită pe mulțimea 


(— 1, 0) 1710, 1) U15, 7] = (— 1, 1) U [5 7]. 


De exemplu, 


f 1) 1 
Ана = | ; [(0) = 5; f(6) = е%, 
5 ч 


е? 


Observaţie. Domeniul де definiţie al unei funcţii nu este totdeauna un interval. În ul 


te format din reuniunea a două intervale disjuncte ; 








timul exemplu, domeniul de definiţie e: 


(1, 1) LJ [5.7] 





rvale, 


se sta- 
de la 


ug in 


nai are 
valori, 


1; 


nai are 


În ul 


ncte : 
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c) Un exemplu deosebit de cele precedente îl constituie așa-numita 
funcţie a lui Dirichlet : 
„dacă x este rational, 


CBE 
= | 0, 


dacă 2 este irațional. 
Această funcţie este definită pe toată dreapta. 


Să observăm că nu putem trasa graficul acestei funcţii, dar, fiind dată o valoare a lui z, 


S 
putem găsi punctul corespunzător (x, f(x)) al graficului. De exemplu, pentru 4 = y2 


obţinem punctul (J 2, 0); pentru = = obținem punctul —- 5 1) (fig. 33). 
4 


4 











de E‏ ا 








{= аА ao 
0 A) 2M) 3M) 40) Av 65) 
Fig. 33 Fig. 34 


d) Un tabel cu două linii in care sint trecute numere unul sub altul 
definește o funcţie, dacă toate numerele din prima linie sint diferite între 
ele. Domeniul de definiţie al unei astfel de funcţii este mulțimea numerelor 
din prima linie, 


Exemple : 


1) Un tractorist ară peste plan, în fiecare din cele şase zile ale unei anumite săptămîni, 
un număr de hectare, indicat în tabelul următor: 











& | ziua 1 3 дф % © 6 
їх) | nr. hect. 2 3 
| peste plan '| 
Graficul acestei funcţii este format numai din şase puncte izolate din plan (fig. 34), 
2) Printr-o rezistenţă variabilă trece un curent de tensiune constantă, V = 120 de volli. 
La diferite valori ale rezistentei corespund diferite valori ale intensitátii curentului, indicate 
în tabelul următor: 


R (în ohmi) 10 20 60 





1 (în amperi)| 12 6 2 
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Graficul acestei corespondențe, I = f (R), este format din trei puncte din plan (fig. 35). 
Se constată cá, pentru valorile lui R si Z din tabel, avem RI = 120 = V. Se ştie că această 
egalitate este adevărată și pentru alte valori ale lui R și 7 (legea lui Ohm). 

De altfel, procedeul de mai sus este utilizat în mod curent în fizică : pentru determinarea 
unei funcţii se dau variabilei independente citeva valori particulare, se obtin valorile cores- 
punzătoare ale funcţiei, se alcătuiește un tabel si se extinde corespondența astfel obținută 
și pentru alte valori ale argumentului. 


| г-к) 1y 














| 
| dp eu 
2|- == 2 [с е 
Pom ъи ا‎ 
2l — — = ê i Se ЖЫНДЫ 38 z e | 4 r 
md E ie ee Жы ш T AI 
0 | 10 7 60 е 0 f 2 ? 
Fig, 35 g. 31 
e) Orice gir ау, Ga, ..., а,, ... este o funcţie definitá pe multimea N a nu- 


merelor naturale. Putem reprezenta şirul (a,) într-un tabel infinit 


a xd 2, 3, 33 п, 


1X3) | dj d dg з a; 


Graficul unui şir este mulţimea infinită a punctelor izolate din plan 
de forma (n, а,) 


Exemple : 


1) Șirul 1, 2, 3, ..., n, ... are graficul format din punctele (1, 1), (2, 9), ..., (n, n), ... (fig. 36). 
2) Sirul 1, 2, 1, 2, ..., 1, 2, ... are graficul format din punctele (1, 1), (2, 2), (3,1), (4,2), 
э (2n — 1,1), (2n, 2) ... (fig. 37). 


3) Un sir constant a, a, 


e. 0, .. are punctele graficului sáu așezate pe o paralelă la 
axa Ох (fig 


38) 

















narea 
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f) O curbă С din plan (lig. 39) care are proprietatea că orice paralelă la 
axa Oy o intilneste in cel mult un punct definește o funcţie f. Graficul func- 
ției f este chiar curba С. 

Domeniul de definitie D al funcţiei f este proiecția pe аха Oz a curbei C. 

Modul în саге se tace să corespundă unui punct > din D valoarea f (2) 
a funcţiei f este simplu : se ridică perpendiculara in z pe axa Oz. Aceasta 
intilneste curba C într-un singur punct, M. Paralela prin M la axa Oz intil- 


neşte аха Oy în punctul f (x). 














Observaţie. S-a impus curbei C condiţia de a fi întilnită de o paralelă la Oy în cel mult un 
punct, deoarece, conform definiţiei unei funcții, unui punct c de pe axa absciselor trebuie 
să-i corespundă un singur punct f(x) de pe аха ordonatelor. O curbă plană care este intilnità 
de unele paralele la axa Оу in două sau mai multe puncte nu definește o funcţie. De exemplu, 
curba din figura 40 nu defineşte o funcţie, deoarece lui xp îi corespund două puncte y, și 


y, pe axa Oy. 


& 2. FUNCŢII ELEMENTARE 


În analiza matematică sînt numite funcţii elementare următoarele 
clase de funcţii: polinoamele, funcţiile raţionale, funcţia putere, funcţia 
exponențială, funcţia logaritmică, funcţiile circulare directe şi funcțiile cir- 
culare inverse. 

Să considerăm pe rind aceste clase de funcţii, pentru a le preciza. 


1. Polinoame 


Polinoamele sint funcții de forma: 
Р (х) = a2" H a, 42"! 4- ... | a42 4 do 


unde ау, ау, ..., а, sint numere reale şi se numesc coeficienți ai polinomului ; 
a, se numește termenul liber. Dacă a, = 0, polinomul este de gradul n. 




















Deoarece exponentii de la puterile lui z sint numere naturale, z poate 
fi orice număr real. Așadar, se poate lua ca domeniu de definiţie al unui po- 
linom orice mulțime de numere, in particular toată dreapta. 

Să dăm citeva exemple de polinoame: 

a. Funcţia constantă, f (x) = a, care are aceeaşi valoare în fiecare punct z 
din domeniul său de definiţie, este un caz particular de polinom — poli- 
nomul de gradul 0. Dacă funcția constantă este definită pe R, graficul său 
este o dreaptă paralelă cu аха Oz (fig. 41); dacă a = 0, funcţia f (2) = 0 are 
ca grafic axa Oz. 


ly 














a 
Z 
و الست‎ 
0 
Fig. 41 Fig. 42 


b. Polinomul de gradul întîi, f (zx) = ax + b, poate fi definit pe toată 
dreapta și, in acest caz, are ca grafic o linie dreaptă (fig. 42); din acest motiv, 
polinoamele de gradul intii se mai numesc funcţii liniare. Dacă a = 1 si b = 0, 
se obține funcția ideniică f(x) = x, al cărei grafic este prima bisectoare 
(fig. 43). Valoarea acestei funcţii într-un punct z este tot z. 

Observaţie. Trebuie făcută distincţie între variabila independentă z si 
funcția identică f(x) = т. 

Dacă а= — 1 si b = 0, se obţine funcţia f(x) = — z, al cărei grafic 
este bisectoarea a doua (fig. 44). 
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c. Functia f (2) = а? este un polinom cu toti coeficienţii nuli, in afară de 
a, = 1. Graficul funcţiei f (x) = z? definită pe R este dat in figura 45 * 
Se observă că valorile f (2) ale acestei func- |, 
ţii sint pozitive, oricare ar fi x (pozitiv sau J 


negativ). 








Fig. 46 





d. Funcția f (x) = a? este un polinom de grad impar, cu toti coeficienţii 
nuli, in afară de аз = 1. Graficul funcţiei f (т) = z? definită pe R este dai 
in figura 46. 

Se observă cá, dacă т > 0, atunci f (x) > 0 şi dacă ж < 0, atunci f (ж) < 0. 


2. Funetii rationale 


Funcţiile rationale sint rapoarte de polinoame, de forma: 





fí г) 3 Р (2) г ах" +... + ах + а. 
Q (x) bpa” +- + bit + bo 
Dacă т, este un punct іп care se anulează numitorul, Q (20) = 0, nu 
E Р(х) Xm ү Ад ^ і : 
putem efectua împărţirea — , deoarece împărțirea cu 0 nu are sens, și 
Q (20) 


* Graficul acestei funcţii, ca si graficele funcţiilor din exemplele următoare, se poate 
construi ușor prin puncte. Construirea graficelor va fi studiată sistematic și amănunţit într-un 


capitol ulterior. 
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deci, funcţia f nu este definită în ху. Funcţia rațională f poate fi deci definită 
pe orice mulțime care nu contine punctele în care se anulează numitorul 0. 
În particular, domeniul de definiţie al funcţiei raţionale poate fi mulțimea 
obținută scotind de pe dreaptă punctele in care se anulează numitorul (do- 
meniul maxim pe care poate fi definită). 

ly Dacă numitorul Q este de grad 0, 


| funcţia raţională este un polinom. Printre 
| funcţiile raţionale, polinoamele au proprie- 
| x41 xn А pet: 
Láti asemănătoare cu cele pe care le au 


numerele intregi printre numerele rationale; 





Va 
س‎ T = e de aceea, polinoamele se numesc funcții 
| raționale întregi. 


\ | Exemple : 


I = ^ 
| 1) f(x) = —, Se poate lua ca domeniu de 
" 


Fig, 47 definiție А — 40) si atunci funcţia are ca grafic o 
hiperbolă (fig. 47). 


2) f(x) = =, Această funcţie nu poate fi definită în punctele — 1 si 1, în care 
a cai 1 


se anulează numitorul, deci domeniul ei de definiţie poate fi cel mult R — (— 1, 1). 


А.) 1 
3) f (2) = ——, Numitorul acestei funcţii nu are nici o rădăcină reală, deci dome- 
а? +1 


niul de definitie al acestei functii poate fi orice multime de numere reale, 


3. Funetia putere 


t 


Funcția putere este de forma f (2) = x^, unde « este un număr real oare- 
care (rațional sau irațional). 


Dacă х = 0, se obține funcția constantă f(x) = 1; dacă х este număr 





natural, se obține polinomul particular f (z) = x”; dacă о. este număr întreg 
1 





negativ, х = — n, se obține funcția rațională f (2) = 


an 

Dacă ж nu este număr întreg, pentru ca puterea z^ să aibă sens, trebuie 
ca 4 > 0; în acest caz, funcția are numai valori strict pozitive, deoarece 
1° > 0, dacă х > 0. 


Vor fi întilnite mai frecvent funcţii putere cu exponent raţional, de exem- 





Y пя 


plu f(z) = yx”, cu n şi m numere întregi și n > 0. 
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lefinitá 

rali 4. Funcția exponențială 

u Q. x = TY Є 

Itimea 

ul (do- Funcţia exponențială este de formă f(x) = a, unde a > 0, ў а Æ 1. 
finită) Dacă a = 0, se obţine funcţia constantă f(2)=0, şi dacă а = 1, se 
id О obține funcţia constantă f (2) = 
ЕЧ , E T 1% AS MERE xa ES ES DEAL S NR RA vu O Е 
Беит Funcţia exponențială f(x) = a* poate fi definită pentru orice v, deci 


roprie- domeniul său de definiţie poate fi toată dreapta sau orice parte a dreptei. 
le au ty 
onale; 


funcții | 











7 
T 
iu de “= سم‎ 
7 a1 
grallc о l 
Fig. 48 Fig. 49 
| саге 
Graficul funcției are o anumită formă pentru a > 1 (fig. 48) si o altă 
j formă pentru 0 < a < 1 (fig. 49). 
i done Funcția are numai valori pozitive; într-adevăr, oricare ar fi z, avem 
* > 0, deoarece a > 0. 
5. Funcția logaritmică 
Funcţia logaritmică este f(x) = log, x, unde baza a > 0 si а= 1. Se 
al oare- ştie că logaritmii au sens numai pentru numerele strict pozitive, z > 0. 
Pentru numerele strict nega- | 
7 tive şi pentru О, logar 1 |" 
mme tive şi pentru 0, logaritmii nu [ T 


^ au sens. Domeniul de definitie 
w intreg - € = s 
al funcţiei poate fi deci cel 
mult semidreapta (0, +00). 
Funetia poate lua si valori 
‚ trebuie 2 : sa 

pozitive, şi negative. Graficul 
deoarece 5 É E Ў 
"й funcţiei аге о anumită formă 
pentru a > 1 (fig. 50) şi o 
ie exem- altă formă pentru 0 < a < 1 


(fig. 51). Fig. 50 Fig. 51 
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e 


Funefiile circulare 





a. Funcţia sinus sau sin, f (x) = sin т, poate fi definită pe orice mulțime 
de numere. Dacá este definitá pe toatá dreapta, are graficul din figura 52. 
Această funcţie se anulează în punctele ж = Rr (k întreg); mulţimea valorilor 


sale este intervalul [— 1, + 1]. 


|, 


y 











b. Funcţia cosinus sau cos, f (x) = cos т, poate fi definită pe orice mul- 
time de numere. Dacă este definită pe toată dreapta, are graficul din figura 53. 





5 . T^ р Try. : А 
Funcţia se anulează în punctele z = (25 + 1) — (k întreg); mulțimea valorilor 


sale este intervalul [— 1, 1]. 




















x 
АС: 
Fig. 53 
` - 5 sin x m 
с. Funcţia tangentă sau tg, f (x) = tg 2 = . Dacă a, este un punct 
í Ў n cos т x 


în care se anulează funcţia cosinus, cos xy = 0, atunci funcția tangentă nu 
poate fi definită in zy, deoarece împărțirea cu 0 nu are sens. Punctele în care 


nu poate fi definită funcția tangentă sint deci de forma (2& + 1) = (k întreg). 
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ЕУ 
і, 


Graficul funcţiei tangentă este dat in figura 5; 


ty 


multime 
gura 52. 


valorilor 








Fig. 54 








ы , м cos XI + . - 
d. Funcţia cotangentă sau ctg, f(x) = ctg x = ——. Funcţia nu poate 
P р v: sin x 
fi definitá in punctele in care se anuleazá numitorul, adicá in punctele de 


forma kr (k întreg). Domeniul de definiţie este deci conţinut in multimea : 


e mul- 
figura 53. 


valorilor А 2 ; 
R—1..,- —nnz,..,—2m,— т, 0, п, 2m «4 hn, ei) 


sau poate fi chiar aceastá multime. 
Graficul funetiei cotangentá este dat in figura 55. 


Observaţie. Au fost omise funcțiile secantă şi cosecantă, deoarece ele prezintă o 


ly 


importanță mai mică, 


in punct 


neentà nu 
> în care 


intreg). 

















Fig. 5: 



































CAPITOLUL VI. FUNCŢII 





7. Functiile circulare inverse sînt: 


arcsin, arccos, arctg, arectg. Ele vor fi definite si studiate in cadrul paragra- 
fului consacrat funcțiilor inverse. 


$3. OPERATI CU FUNCŢII 


1. Operatii algebrice 


a) Fie f si g douá functii definite respectiv pe multimile A şi B. Ca să 
putem efectua suma f (x) + g (2), diferenţa f (x) — g (2) sau produsul f (z):g (2) 
trebuie mai întii, ca si f (x) si g (x) să aibă sens, adică atit f cit si g să fie de- 
finite în punctul z sau, cu alte cuvinte, = să aparțină și domeniului de defi- 
nitie A al lui f, şi domeniului de definiție B al lui g; aşadar, z trebuie să fie 
un punct comun lui A şi B, adică să aparţină intersecţiei А (^ B. 

Suma s = f + g a funcţiilor f şi g este definită pe intersecția A (7) B a 
domeniilor lor de definiţie, prin egalitatea : 

s (x) = f (£) + g (x), pentru тє A( B. 

Diferenţa d = f —g este definită pe A (| B, prin egalitatea : 

d (х) = f(x) —g(z) pentru ze А В. 
Produsul p = fg este definit pe A M B, prin egalitatea: 
p (х) = f (x) g (x) pentru z € A-[ Y. B. 


Aşadar, domeniul de definiţie al funcţiilor f + g, f — g si fg este A П B. 
Dacă A si B n-au puncte comune, funcţiile f + g, f — g şi fe nu pot fi definite. 


Exemple: 





1) Fie funcţia f(x) In т definită pe А = (0, +æ) si funcţia g(x) = y x definită 
pe B (—%, 0]. Deoarece A si В n-au puncte comune, (А N В = Ф), funcțiile f + 9; 
| —9 si fg nu pot fi definite. 

2) Fie funcția f(x) In x definită pe A (0, +%) si funcția g(x) Yx-—1 defi 
nită pe B = [1, --оо). Domeniul de definiție al funcţiilor In x + Va = 1, In x yx—1, 


Yx- 1 In x este mulțimea A f] B [1, +%). 


Observatie. Prin adunarea unei funcţii f(x) cu funcția constantă ф(х) = 0 se obține 
tot funcţia f(x), deci pentru adunarea funcțiilor, funcția ф(х) = 0 joacă același rol ca şi 0 


penlru adunarea numerelor 
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De asemenea, prin mmultirea unei functii f(x) cu funcţia constantă W(x) = 1 se ob- 
tine tot funcția f(x), deci pentru înmulțirea funcțiilor, funcția W(x) = 1 joacă acelaşi rol 


ca si 1 pentru înmulțirea numerelor. 


iragra- b) Dacă f este o funcţie definită pe A şi a un număr, atunci produsul 
а f(x) are sens pentru orice x in care funcţia f este definită, adică pentru 
orice z € A 


Funcţia h = af este definită, ca şi f, pe mulțimea A, prin egalitatea: 
h (x) = a f (x) pentru ze A. 


c) Dacă f şi g sint două funcții definite respectiv pe A $i B, pentru 





a putea efectua impártirea este necesar, pe de o parte, ca atit f(x), cit 


gx) 


si g (x) să aibă sens, deci x Є A (^) B, iar pe de altă parte, са g (x) 5 0, deoa- 


A 





Ca să rece împărţirea cu О nu are sens. 

£ (x) > Wm. х КЕЕ: f А : m 

lb | Domeniul de definiție al funcției cit c = — se obține scofind din inter- 
fie de- ] 


secția A (| B punctele în care se anulează funcția g de la numitor, iar funcția 


să fie c == — este definită pe această mulțime prin egaliatea : 
g 
x А 
] (x) : ens 
(1 Ва e(m)-— Аа). ; ac (3 B ȘI g(x) Æ 0. 
ga) 


De altfel, exact in acest mod a fost stabilit domeniul de definiţie al 
funcțiilor rationale şi al funcţiilor tangentă si cotangentá. 


Exemplu : 


1) Fie functia f(z) = In т definită pe A = (0, oc) şi funcţia g(x) = |1 x? defi- 
niti pe B = [—1, 1]. Avem А f] B = (0, 1] şi g(1) = 0, deci domeniul de definiție al 
funcției cit m este A N B — (1) = (0, 1). 
i N B. | =. 
efinite. 
2. Funetii eompuse 
finită 
r8 O altă operaţie prin care se obțin funcţii noi plecind de la funcţii date 
a este operația de compunere a funcțiilor. Să considerăm citeva exemple simple. 
| = 1) Fie M un mobil care se mișcă uniform pe un cerc de rază H, în sensul 
trigonometric, cu viteza unghiulară de 4 radiani pe secundă. La momentul 
pid. initial t= 0, mobilul se află în punctul A (fig. 56). Sá se afle la fiecare moment f 3 
i260 pistanţa х dintre centrul cercului $i proiecția M’ a mobilului pe diametrul 


ce trece prin A. 
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Dacă se notează cu u unghiul AOM, rezultă: 
х= Roos. 

Dar u = 4t, deci: 
х = В cos 4. 


Dacă notăm о (и) = R сози și f(t) = R cos 4t, atunci distanța x se 
exprimă în funcţie de unghiul и, prin egalitatea : 


M LE 9 (u), 
şi în funcție de timpul t, prin egalitatea: 
\ æ= (0). 
A A 


Dacă notăm incă u (t) = 4t, observăm că funcţia f (t) 
se obţine înlocuind în funcţia Ф (u) argumentul sáu, u 
cu funcția u (t) = 4t: 


Fig. 56 f (t) = e (u (1)) = Ф (40) = R cos 4t. 


? 


Altfel spus, f (t) se obţine aplicind intii lui t operaţiile indicate de func- 
tia u (t) (se inmulteste £ cu 4) si apoi aplicind rezultatul (u (t) = 4t) operatiile 
indicate de funcția o (se ia cosinusul si se inmulteste cu R) : o (u (t)) = о (4t) = 
= R cos 4t. Putem spune că operaţiile prin care se definește funcţia f(t) se 
obţin compunind operaţiile indicate de funcţia о (u) cu cele indicate de 
funcția и (2). Se spune că funcţia f (t) s-a obţinut prin compunerea func- 
еї ọ (и) cu funcţia u (t), sau cá f(t) este funcția compusă a funcţiei Ф (u) 
cu funcția u (t). 

2) Fie funcția f(x) = In Vz definită pentru x € (0, + оо). 


Putem obține pe f(x) aplicind intii lui z funcția u (7) = Jz şi apoi 
aplicind rezultatului obținut, u (2), funcția о (и) = Inu: 


o [u (z)] = In u (z) = In Vz = f (a). 


Se spune că f (x) este functia compusă a funcției o (u) = In ucu u (7) = Jz 
Consideraţiile de mai sus conduc la următoarea 


Definiție. Fiind date două functi 


\ 


i o(u) şi u(x), funcția f(x) = 
= Ф (u (2)) se numeşte funetfia compusă a lui о (и) eu u (2). 


Practic, a compune funcţia ọ (и) cu funcţia u (2) revine la а înlecui in 
funcţia Ф (u) argumentul său u cu functia и (2). 
Observa!ie, Nu trebuie să se creadă că oricare două funcţii se pot compune; de 


x 
exemplu funcţiile ф(и) = In u(u > 0) si u(x) = — Vr, (a > 0) nu se pot compune, de- 


И ? 1 
oarece In (— J x) nu are sens. Asidar, notind cu A mulțimea punctelor x pe care este 





af 


iu, H, 


func- 
rațiile 
A) = 
f(1) se 
ie de 
func- 


i ọ (u) 


i apoi 


cui în 


ine, de- 


re este 
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definită funcţia u si cu B mulțimea valorilor u(x) ale acestei funcții, pentru à putea scrie 
p(u(2)) trebuie ca funcţia q să fie definită in orice punct u(z) din B, deci trebuie ca 
funcţia o să fie definită pe B; atunci funcţia f(x) = q(u(x)) este definită în acelezs 
puncte x ca și funcția u(x), adică pe A. 

Schematic, această situaţie se poate reprezenta ca în figura 57. 





Se „pot compune de asemenea trer, patru pa fz) = P(utz) 
sau mai multe funcţii. De exemplu, fiind date * 
trei funcţii: o(u), u(x), x(t), funcţia y 

8 ибх, 





ЇЧ) = e(u(z(t))) 
se numeşte funcţie compusă a celor trei funcţii, 4 
în ordinea indicată. X 
Fig. 57 





Exemplu : 


1) ọ (u) = sin u, u (x) = Va, z (0) = 28 +1, f(D = sin y28 +1; 
2) Ф (u) = u*, u (x) = tg T, qT (z) = e, z (t) = Va + 1, [O = (tg е1 1) - 

În aplicaţii intervine mai frecvent problema inversă : dindu-se o func- 
tie f (x), să se găsească două sau mai multe funcţii care prin compunere să 
dea funcţia f(2). 

Exemple : 

1) Fie f (x) = sin 2z. Notind u (x) = 2x, atunci f (a) = sin u (x). Așadar, f (x) se obţine 
compunind funcţiile o (u) = sin u şi u (x) = 27, în ordinea indicată : 


f(x) = Ф (и (х)) = sin u (x) = sin 2x. 


z r 
2) Fie f(x) = In sin ——-* Notám ọ (и) = ln u, u (2) = sinz gi z(z) = ———* 
z +1 т + 1 
Atunci : 
z 
f(x) = Ф (и (z (x))) = In u (z (x)) = In sin z (x) = In sin SA 
х + 


Observatii. 1° Problema descompunerii unei funcţii date în funcţii componente nu are 
2 


solutie unică. În exemplul 1 de mai sus putem nota : 9 (u) = sin Зи şi u(t) = 3 z, şi atunci: 


3 


| t 


ç(u(z)) = sin 3u(z) = sin З • — x = sin 22 = f (x). 


eo 


Scopul descompunerii unei functii in functii componente este de a reduce studiul acesteia 
la studiul unor funcţii componente cit mai simple. 

2° Efectuind asupra funcţiilor elementare, de un număr finit de ori, operatiile algebrice, 
şi operaţia de compunere, se obţin alte funcţii, care, prin extensiune, se numesc de asemenea 
functii elementare. 

3° Prin compunerea unei functii f(u) cu funcţia identică и (x) x, se obţine func- 
tia f (и (2) = (x), adică tot funcția f (u), deoarece modul cum se notează argumentul, cu п sau т, 
nu are importanţă. Așadar, pentru operația de compunere, funcția identică joacă același rol ca şi 


funcția q (x) = 0 pentru adunare sau са funcția Чу (х) = 1 peniru înmulțire 
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$4. FUNCTH INVERSE 


|. Funetii striet monotone 


ә 


Să considerăm funcţia f (x) = x? definită pentru z є [0, co) (fig. 58). 





ale argumentului, astfel ca 2; < 


d 
< 2, (xı > 0), atunci 22 < 23, adică f (х,у) < f (7a). Aşadar, inegalitatea dintre 


Dacă luăm două valori oarecare z, si 


valorile funcţiei are același sens ca şi inegalitatea dintre valorile argumen- 

















tului (dacă z crește, atunci $i f(x) creșie). Această proprietate se exprimă 
spunînd că funcţia f (x) = x? este strict crescătoare pe [0, оо). 





гЗ, pentru 0 < х<1 
Funcţia f(x) — 4 1, pentru 4 « x «2 (fig. 59) 
£—1, pentru2 < 7Z « 3 


are proprietatea cá, dacá ti < 25, atunci (2) f (z). Această funcţie 


: ы n x pU {5 7 
nu este strict crescătoare ре [0, 3], deoarece — < — › dar fi | = | L4. 
1 t 4 4) 
Se spune că această funcţie este crescătoare pe [9, 31. 


Definiţie. Se spune că o funcție f este strict crescătoare ре о mul- 
time А, dacă, oricare ar fi punctele z, < 2, din A, avem f(z, ) < f (za). 


Dacă funcţia f este strict crescătoare pe tot domeniul ei de definiție, va 
fi numită, mai simplu, funcție strict crescătoare, fără altă specificatie asupra 
mulţimii pe care o are această proprietate. 

Deoarece inegalitatea dintre valorile funcției are acelaşi sens ca şi ine- 
galitatea dintre valorile argumentului, o funcție strict crescătoare se poate 
caracteriza și prin aceea că, dacă z; > £a atunci f(x) > f(z»). 





dintre 


gzumen- 


exprimă 


funcţie 


o mul- 
T (23). 
пе, va 
- asupra 


51 ine- 


e poate 


— — 
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Observaţii. 1° Denumirea de funcții crescătoare este rezervată pentru acele funcții f care 


au proprietalea că, dacă 2, < х,, atunci f(x) x f (Ta). 

2° Graficul unei funcţii strict crescătoare este întilnit de o paralelă la axa Oz cel тий 
într-un punct. Într-adevăr, dacă dreapta y = a (paralelă cu Ох) ar intilni graficul funcţiei f 
іп două puncte, (z,, а) şi (220); atunci f(x) = a si f (15) а; deci presupunind că т, T. 


nu avem f (x4) Í (хь) 


Exemple : 


1) Funcţia f(x) = a? este strict crescătoare pe toată dreapta R. 
- z 1 e 
2) Funcţia f (x) — definită pe R — {0} este strict crescătoare pe fiecare din inter- 
x 
valele (— оо, 0) si (0, оо), dar nu este strict crescătoare pe reuniunea acestor intervale ( ,م‎ 0) LJ 
LJ (0, о) = А {0}. Imtr-adevăr, огісаге ar fi хт, 0 < 22, avem f(x) 1 (x5). 
[ Е x 
3; Funcţia f(x) = sin x este strict crescătoare pe intervalul | = , > dar pe in- 
9 "n 
tervalul [0, 2r] nu este strict crescătoare, deoarece — r, dar sin і 0 sin 7 
5 2 
1) Funcţia f (x) x? nu este strict crescătoare pe intervalul [— 1, 0]. deoarece 1 0, 
dar f( 1)=1> 0=/40) 
T îi p : T 1 TREE , 
Să considerăm acum funcţia f(z) = — definită pentru x € (0, co) 
x А 
(fig. 60). Dacă luăm două valori оаге- T 
: pie y 


саге ту $1 2, ale argumentului astfel ca 
| E 1 

(x, 0) atuna — > , 

х; жь 


adică f(x) > f(za). Asadar, inegalita- 


т. Z5, 


tea dintre valorile funcţiei este de sens 
contrar inegalitátii dintre valorile ar- 
gumentului (dacă 2 crește, atunci f (a) 








descrește). Această proprietate se ex- х 
è FI ; : 1 zm 
primă spunind că funcţia f(x) = — 
т 


este strict descrescătoare pe (0, со). 


Definiţie. Se spune că o funcție f este strict descrescătoare pe о 
mulțime A dacă, oricare ar fi punctele 2, < z, din A, avem f (2,) > f (22). 


Dacă funcţia f este strict descrescătoare pe tot domeniul ei de definiţie, va fi 
numită, mai simplu, funcţie strict descrescătoare, fără altă specificatie. 

O funcție strict descrescătoare f este caracterizată si prin aceea сӣ, 
dacă z, > 2, atunci f(x.) < f (2). 


Observaţii. 1° Denumirea de funcții descrescătoare este rezervată pentru funcţiile f, care 


au proprietatea că, dacă х, < х,, atunci f (r4) > f (£a). 
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2? Graficul unei funcţii strict descrescătoare este întilnit de o paralelă la аха Ox cel muli 


într-un punct 


Exemple : 


1) Functia f(x) x? este strict descrescătoare pe (— œ, 0]. 
1 pe зам . Y pe : : 
2) Funcţia f (x) definită pe R {0} este strict descrescătoare pe fiecare din in- 
T 
tervalele ( 20, 0) si (0, о), dar nu este strict descrescătoare ре reuniunea lor (— оо, 0) U 


LJ (0, 0) — R (01 





T 3x 
3) Funcția f(x) = sin x este strict descrescătoare pe intervalul E = › dar ре іп- 


2 2 
tervalul [0, 27] nu este strict descrescătoare, deoarece 0 — 3 › dar sin 0 = 0 <1 = sin — 
2 2 


Se spune că o funcţie f este strict monotonă pe o mulțime A, fie dacă f 
este strict crescătoare pe A, fie dacă f este strict descrescătoare pe A. În 
cazul cînd f este strict monotonă pe tot domeniul ei de definiţie, va fi numită 
funcţie strict monotonă, fără altă specificaţie. 

Orice funcţie strict monotonă are proprietatea importantă că o paralelă 
la axa Oz intersectează graficul său cel mult într-un punct; aceasta 
inseamnă că o funcţie strict monotonă nu ia aceeaşi valoare în două 
puncte diferite, adică, oricare ar fi =; # т, din domeniul de definiţie, 
avem f (Z1) Æ f (25). 

Altfel spus, dacă A si B sînt respectiv domeniul de definiţie si domeniul 
valorilor lui f, pentru fiecare y € B, ecuaţia in x 


ty y = f(x) 


are în A o soluție x (care depinde de y), şi numai 


> 











una, 
1 
Í 
Observaţie, Funcțiile strict monotone nu sînt singurele 
funcții care au această proprietate, De exemplu, funcţia 
-/ х 
ж — 1, pentru 1x TZ < 0 
| 7 С) = 
| — х + 1, pentru SA 
j + 


| definită ре (— 1,1) (fig. 61), nu este strict crescătoare, nici 
Fig. 61 strict descrescătoare pe (— 1, 1), dar nu ia aceeaşi valoare în 
două puncte diferite. 

Funcţiile care au proprietatea că nu iau aceeaşi valoare în puncte diferite (adică, dacă 
ху E Za, atunci f (x1) Æ f (x2)) se numesc funcții biunivoce. Funcţiile strict monotone sint deci 
funcţii biunivoce. Graficul unei funcţii biunivoce este întîlnit de o paralelă la axa Oz cel mult 
într-un punct 





el muli 


din in- 


6, 0) LJ 


` pe in- 





2 


dacá f 


A. In 
шиа 


aralelă 
sta 





două 


пе, 


neniul 


numai 


ngurele 


re, nici 
loare în 


i, dacă 
int deci 
cel mul! 
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2. Funetii inverse 

Operatiile algebrice admit operatii inverse. Astfel, scáderea este operatia 
inversă a adunării, iar împărţirea este cperatia inversă a inmultirii. 

Tot astfel pentru operaţia de compunere a funcţiilor se poate defini 
о operaţie inversă, numită in mod obişnuit inversarea funcțiilor. 

Să considerăm cîteva exemple simple : 

1) La bornele unei rezistenţe electrice R, se aplică o tensiune variabilă V. 
Intensitatea / a curentului electric ce trece prin rezistența electrică este 
dată de legea lui Ohm. 

1= У. 
ho 

Această egalitate ne dă, pentru fiecare valoare a tensiunii V, valoarea 
corespunzătoare a intensității /, adică stabileşte o corespondenţă între mul- 
timea А a valorilor tensiunii si mulţimea B a valorilor intensității. Funcţia 


prin care se stabileşte această corespondenţă este 


şi este definită pe A cu valori în B. 
Dar legea lui Ohm se poate scrie şi astfel: 


y = Hy. 


Aceastá egalitate permite aflarea valorii tensiunii V, dacá se dá va- 
loarea intensității J, adică stabileşte o corespondenţă între mulțimea B a 
ralorilor intensității şi mulțimea А a valorilor tensiunii. Funcţia prin care se 


stabilește această corespondenţă este 
o (1) = Rol 


şi este definită pe B cu valori în A. 

Funcţiile f si o stabilesc corespondențe reciproce sau inverse, $i anume 
f stabileşte corespondenţa de la A la B, iar 9 stabileşte corespondenţa de 
la B la A. Funcţiile f si 9 se numesc funcții inverse una alteia : 9 este funcția 
inversă a lui f, si f este funcția inversă а lui 9. 

2) Fie funcția f(z) = z? + 1 definită pentru x € A = [0, co). Această 


funcţie este strict monotonă si graficul său (fig. 62) este o curbá C, care are 
ecuaţia y = f (x), adică: 


y = a$--14, (x 0) 
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Se observă că mulțimea valorilor acestei funcţii este B = [1, со). Deoarece 
f (x) = 2° + 1 este strict monotonă pe A, rezultă cá, pentru fiecare y, Є B, 


(yg > 1), ecuaţia in 2 


t hy | е 


Yo 1° 1 | 
are in А o singură soluţie Zo, (z> 0), si 
anume : 

20 = V Yo — 1 


Aşadar, rezolvind în raport cu ecuația x 











y 2+ 1, 
se obține : 
| 
| | : 
| | r REL Vy L 
> De 
0 a . SURE А < 
şi această egalitate stabileşte o corespondenţă 
Fig. 62 reciprocă sau inversă între mulţimea numere- 
lor y E В —[1, co) şi mulţimea numerelor 
t € A = [0, со). Deoarece fiecărui punct y Є B îi corespunde un singur 
punct x € A, această corespondenţă este o funcţie e (y) = |у l. 
Funcţia g (x)= 2° + 1 definită pe toată dreapta А = R (fig. 63) nu 
mai este strict monotonă pe R. 
m ) 1 1 
E Pentru y, > 1, ecuaţia în 











Yo х" | 

аге їп А R nu o singură soluţie, сї două 
| soluții: zi = |у, 1, £s = — | yg—1; 
| deci, corespondenţa reciprocă nu mai este 
| | z o funcție. 
ыр Н ل‎ c-— S 7 5 
1 7 1. Consideratüle de mai sus se pot gene- 

Fia. 63 raliza. 


Fie f o funcţie strict monotonă definită 
pentru x € A si fie B mulţimea valorilor sale (fig. 64). Deoarece f este 
strict monotonă, pentru fiecare punct y Є B, ecuaţia în x 


у= f(z) 
are în A o singură soluție: 


x = Ф (0). 
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Această egalitate stabileşte o corespondenţă reciprocă sau inversă, de 
la B la A, care este o funcție e definită pe В cu valori în A. 


Funcțiile f şi se numesc funcții 
inverse una alteia: ф este inversa 
lui f, si f este inversa lui o. 

Practic, după ce se constată 
că funcţia f este strict monotonă 
pe domeniul sáu de definiţie $i că, 
deci, admite o funcţie inversă о, 
aceasta se obţine rezolvind ecuaţia 


у = f ( T) 


în raport cu x: 





2 = Фф (y). 


T Fig. 64 

Exemple: 

1) Funcția f(z) = x + a definită pe R este strict crescătoare, deci admite o funcţie 
inversă Ф, care se obține rezolvind ecuația y = x + a în raport cu x, v = y — a, deci ọ (y) = 
== y — а. 

2) Funcţia f(x) ах definită pe R este strict monotonă, dacă a - 0. Rezolvind ecuaţia 

à 1 i 1 
y = ax în raport cu z, se obţine x = — y, deci funcţia inversă a lui f este o (y) — — y. 
a a 

3) Funcţia f(x) = x? definită pe ( со, 0] este strict descrescătoare. Tinind seama că 

х x; 0 si rezolvind ecuaţia y r? (y 2 0) in raport си zr, se obţine x = — ly, deci Ф (0) = 


= — |у, (y > 0), este inversa funcției f. 


Graficul funcţiei f (2) este format din puncte din plan de forma (=, f (2)), 
unde abscisele x sint valori ale argumentului funcției f. 

În cazul funetiei inverse o (y), graficul său este format din puncte de 
forma (y, 9 (y)), în care de asemenea abscisele у sint valori ale argumentului 
funcţiei ф. 

Să observăm că, dacă у = f (2), 
deci х0 = Ф (yg), punctul (Zo, Yo) se айа 
pe graficul lui f, iar punctul (20, 2) se află 
pe graficul lui ф. Dar cele două puncte 
din plan (20, Yo) $1 (yo, o) sint simetrice 
fatá de prima bisectoare (fig. 65), deoarece 


prima bisectoare este bisectoare in tri- 





unghiul isoscel (si dreaptungtic) ACB. 


Rezultă că graficele a două funcții in- 





verse sînt simetrice faţă de prima bisectoare. 
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Pentru uniformitatea notatiei, argumentul funcţiei inverse ф se notează 
tot cu 2. 


Astfel, în exemplul 1) de mai sus, inversa funcţiei f(x) = х +a este ọ (x) = = — а, 
Graficele celor două funcţii sint drepte paralele cu prima bisectoare, cu ordonatele la origine a, 


respectiv — a; cele două grafice sint simetrice față de prima bisectoare. 


1 
În exemplul 2), inversa funcţiei f(x) = az este Ф (x) — х, Graficele lor sint drepte 
a 
care trec prin origine si care au pantele a, respectiv — deci sint simetrice față de prima 
a 
bisectoare, 
În exemplul 3), inversa funcției f(x) = х2 definită pentru x є (— оо, 0] este functia 
Ф (x) = | x definită pentru x €[0, oc]. Graficele lor sint simetrice față de prima bisectoare, 
Observatie. Scriind cá xz = оф (y) este o soluție a ecuației y = f (x), se 


obține : 
y—f(e(y), (y € В). 
Scriind de asemenea cá у = f (x) este o soluţie a ecuaţiei x = ọ (y), se 
obtine : 


z= ọ (f (2)), (тє A) 


A 
funcţia identică A (у) = y, (y € B), respectiv funcţia identică g (x) = z, 


şadar, prin compunerea funcţiilor f şi Ф, respectiv Ф si f, se obţine 





(х E€ A); aceasta justifică afirmaţia de la începutul acestui număr că inver- 
sarea funcţiilor este operaţia inversă a operaţiei de compunere. 
: : . 1 : i . TM TONES 
Prin analogie cu notația f^! = v folositá pentru inversa lui f fatá de 
operația de înmulţire, se notează cu f (— 1 scris deasupra lui f şi nu ca ex- 
ponent) inversa ф a lui f față de operaţia de compunere. Atunci, cele două 


egalitáti de mai sus se scriu: 


"Un 
- 


R 
| 
| 
~ 
= 
= 
з 
au 
Ex 
— 


Noţiunea de funcție inversă este uneori foarte utilă, deoarece, cunoscind 
l 
proprietăţile uneia dintre funcțiile f sau f, se pot deduce proprietăţile 


celeilalte. 
Astfel, știind cá una dintre aceste funcţii este strict crescătoare, rezultă 
că şi cealaltă este strict crescătoare; ştiind că una dintre ele este strict des- 
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pte 
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are. 


se 
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crescătoare, rezultă că şi cealaltă este strict descrescătoare. Aceste proprietăți 
se pot observa uşor exprimind graficele celor două funcții 

De exemplu, rezolvind în raport cu z ecuația у = а", (a 0 m) 

se obţine ж = log, y, deci inversa funcţiei f (x) = a” definită pe (— оо, со) 
Si El 

cu valori în (0, co) este funcţia f (y) = log, y sau f (zx) = log, x definită pe 
-1 

(0, оо) cu valori in (— оо, оо). Graficul funcţiei f(x) = log, 2 se obţine, 


prin simetrie faţă de prima bisectoare, din cel al funcţiei f (x) = a” (fig. 66, a, b). 





J 


Fig. 66 


Pe acest grafic se pot citi unele proprietăți ale logaritmilor. De exemplu, 


log, 1 = 0; log, a = 1; în cazul cînd a > 1, log, 2 < 0 dacă 0€ x« 1, таг 
log, ж > 0 dacă z > 1; deoarece pentru a > 1 funcția f(x) = а" este strict 


—1 
crescătoare, rezultă cá şi funcţia f(x) = log, x este strict crescătoare etc. 


3. Funefii circulare inverse 


Funcţiile circulare nu sînt strict monotone, dacă sint definite pe do 
meniul maxim pe care pot fi definite, deci nu admit funcţii inverse. Totuși, 
dacă aceste funcţii sînt definite pe mulţimi mai restrinse, ele sint strict mo- 
notone, deci se pot inversa. 

a. Funcţia arcsin. Sá considerăm funcţia f (2) = sin z definitá pe inter- 


T т T ; к ГА == : 
valul închis | — — ° | Această funcţie este strict crescătoare (fig. b/) $i 
2 ә t / 


"1 
ia valori in intervalul [— 1, 1], deci admite o functie inversá f, strict crescátoare, 
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definită pe [- 1. 1] cu valori în ls «сеў =] (fig. 68). Această funcţie 
ә 9 a^ 4 5 
=) 
se notează cu arcsin : f(x) = arcsin x. Avem: 
sin (arcsin x) = т, 
pentru — | жй 
arcsin (sin x) = 2, 
pentru —— <I <=. 
Gs 





Observalie. Functia sin 





este strict monotonă si pe 





alte intervale ; de exemplu : 





T Зл 
pe | = — | este strict des- 
9 2 





3 Te 
crescăloare, pe T 

2 2 
este strict crescátoare etc. 





Pe fiecare din aceste inter- 


vale se poate considera cite 


T Зл 
о funcţie inversă. Dacă notăm cu f, (x) = sin x funcţia definită numai pe inter zi و‎ же» 


2 2 
-1 
fı are o funcție inversă go, = f, (fig. 69). Dacă notăm cu 7, (х) = sin x funcţia definită numai 


1 
pe intervalul E , i fa are o funcţie inversă o4 = f, (fig. 70). 


3T 5r 


9 9 














funcție 


nctia sin 
ă si pe 


xemplu : 


rict des- 


are etc. 
inter- 


ra cite 


numai 





—1 
— 1, 1] (fig. 71), deci admite о funcţie inversă f st 


$ 4. FUNCTII INVERSE 


Funcţiile diferite f, f, fa sint, respectiv, inversele funcţiilor diferite f, fi, fa 


Dintre toate aceste funcţii inverse, numai funcţia f, care se obţine prin inversarea funcţie! 


c} = sin x definită pe | oss SEs notează cu arcsin. 


Consideratii analoge se pot face gi pentru celelalte funciii circulare 


b. Funcţia arccos. Să considerăm funcţia f (x) = cos 2 definită pe inter- 


valul închis [0, r]. Ea este strict descrescătoare şi ia valori în intervalul 


; rict descrescătoare, defi- 
лій pe [— 1, 1], cu valori in [0, r] (fig. 72). Această funcție se notează cu 











Fig. 71 Fig. 72 


— | 


arccos: f (2) = arccos z. Avem: cos (arccos 2) = т pentru — Jm 


arccos (cos z) = x pentru 0 < x < п. 





e, Funcția arctig. Sá considerăm funcția f (7) = tg 2 definită pe inter 

ul deschis | — —, =]. Ea este strict crescătoare si ia orice valoare dir 

x) 1 хә 7 i 1 u n trici res і Ure 
М ii 
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c. 
SS 


S 
n Ji 
ta 











as) 








d. Funcția arcctg. Să considerăm funcţia f(x) = ctg т definită pe inter 
valul deschis (0, x). Ea este strict descrescătoare şi ia orice valoare dir 
1 


(— оо, + oo) (fig. 75), deci аге o funcție inversă f 


definită pe (— oo, + со) cu valori în (0, r) (fig. 76). Această funcţie inversă 


strict descrescătoare. 


—1 


se notează cu arcctg: (2) = arcctg =. Avem: 
ctg (arectg x) = т, pentru — со < r« оо; 


эгссіс (ctg x) = т, pentru 0 < z < m. 

















سوھ 


pe mter- 
oare dir 


^scátoare, 


ie inversă 


EXERCIŢII 





EXERCIŢII 
1. Fie E = (as, а; F = (bi 
E = {ûn a4 Е = by ba); 
E === 104, ай», аз} F — (bi, by ba). 


Cite funcţii definite pe Ё si cu valori în F există în fiecare din cazurile 
de mai sus? Să se specifice aceste funcţii. 

2. În triunghiul ABC, avind baza AC = b si înălţimea BB = h, ве 
inscrie dreptunghiul LMN P (L, P — pe AC; M — ре AB), a cărui înălțime 
N P se notează cu z. Sá se exprime, în funcţie de z, perimetrul si aria acestui 
dreptunghi: P (x), A (x). În cazul particular b = 4 cm, k = 2 cm, să se 
construiască prin puncte graficele funcţiilor P si A. 

3. În intervalul [0, 1] al axei Oz este distribuită o masă de densitate 2, 
iar în punctele 2 şi 3 sint plasate mase punctuale de cite un gram. Sá se de- 
termine, ca funetie de z, masa totalá din intervalul ( 











oo, 2]. 


In fiecare din exerciţiile următoare să se calculeze valorile cerute în dreptul 
funcţiei respective : 


4. f (z) = (z—41) үа + 1; f(—1), 1 f. 


2 


[12—2 |. 
\ | 


9 

== 

~ 
ч 

LI 
| 


(22 — 1) arcsin (2 + 1) — Іа (2? + 1); f(— 1), f(0), f 


ln (4 + 2), pentru 0 zz < 1; f(0), f(z) f(1), f(e) 
6 f (2) == 2 

3, pentru z > 1. 

22 + 2 — 1, pentru z < 0; 
n t, pentru 0 < 2 <5; f(— D, f(0), ftx) 15), f (E): 
& T (2) — 2—4 3) 


I E 
= ез“, pentru z > 5. 


= кы n $ о = 3n +1 
8. Notind cu f funcţia definită de șirul a, = am 1: 88 se calculeze f (1), 


f(3) si f (794) si sá se construiascá prin puncte graficul lui f. 

La fiecare din exerciţiile următoare să se construiască prin puncte — în 
raport cu același sistem de axe — graficele funcţiilor respective si să se 
compare : 


9. р, (2) = 22; f(2) = a4. 
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10. f (2) = 2; fa (x) = 25 
1 Е. 
П.А (0) = 5 А0) = 
т“ y^ 
9 1 1 
12. f (2) а fs (x) =, 
т x 
13. f, (2) = 27, fa (2) = З 
Sá 
cate in dreptul fiecáreia : 
14. f (z) = az + b; f (0) 
15. f(z) = ax + bz +c; f(—1) 
16. f (z) = a + 6с"; 
Sã se 


mătoare : 


— 512 + 6r 


yz (z* + 1). 


FUNCȚII 





se determine funcţiile următoare, tinind seama de condiţiile specifi- 


=4, 10)  —5. 
)-2,f() = 3, f(2) = —1. 


f (0) = 15, f (2) = 30, f (4) = 90. 


stabilească domeniul maxim pe care pot fi definite funcţiile ur- 


52° +1 









EXERCIŢII 





In 25, pentru z 4-0 
38. f (2) = n pentr =Æ 
0, pentru z = 0). 


| 
l 
Lea pentru 2—4 — 1 şi 25 2 








[2+ 2 — 2% 


— 5, pentru 2 = — 1. 


б 


39. T (zx) = 


| V1 — 22, pentru т rational și vÆ + 1 


40. f(x) = T 
f (2) | In z, pentru v irațional. 
ecifi- În exerciţiile următoare să se arate cá, desi de fiecare dată funcţiile 


p 8i Û rezultă una din alta prin transformări uzuale, totuşi sint diferite, in 
sensul precis cá domeniile lor de definiţie diferă, și anume unul este inclus 
în celălalt. 














222 — 22 22 
41. (p er Hn A p = 21 \ 
p (x) P GET y (x) iiu 
e ur- 49. Ф (2) = V (a8 — 1)#; ф (2) =f]. 
Va 72 


44. ọ (x) = In (7 —6z — 22); ф (ж) = 410 (7 — 6z — 23). 
45. Fiind date E 


f (x) = ln (z + 1); definită pentru 0 < 2 < 5 


E 


g (т) = 4%3—1; definită pentru — Sume 2, 


să se stabilească domeniile maxime pe care pot fi definite funcţiile fe, — ~. 
g f 


46. Aceeaşi problemă ca mai sus, pentru funcţiile : 





; арту e AT Bey Bu | 20 a] 10] 
f(x) = Va? + xz—2; definită pentru z € Es 8—20, = |, 
` 3j 
şi 
2z— 3 9 
g (2) = > Te definită pentru — A << DEAE 
r+ 3 


În exerciţiile următoare, fiind date perechile de funcții f şi g, să se sta 








i 3 3 - ; E ь ЭЙ 
bilească domeniile maxime ре care pot fi definite f + £ şi — 
47. f (z) = 5 g (x) = [18 — 222. 
A т 
18. f( pg (x) = = {б.с — r? — 8 
2 
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49. f(z) = In (10 к —22 —21); а(х) = [9х — 63. 


În exerciţiile următoare să se determine funcţia f(x) care rezultă com- 


punind funcţiile respective în ordinea indicatá: 


















rompus 


50. p (u) = u’; и (2) = 22. 


61. Ф (0) = tg u; v(u)=Vu; u (a) = = +1. 


52. ọ (v) = ln Зо; v(u)-—sin2u; и (2) = 22 — 1. 

ке 1 

53. p (w) = arctgw; w(v)= —; о(и) =u +1; u(z) = – 
vă 


Să se descompună în funcţii componente elementare următoarele functb 
e 


54. f(x) = (22 + z + 1)”. 55. f (z) = sin (22 + 3) 
PETS 
56. f(z) = arctg (r — 5)* 57. f (z) = | tg — 
"&€4-1 
ن‎ à г, » م‎ 9 2 
58. f (z) = In cos |22. 59. f (x) = In? arcsec (x + 3)5. 


Să se determine intervalele pe care sint strict monotone următoarele 


00. FISD (а) 055 fim) a9 f(D ati 
(n număr natura! oarecare) 





: і 1 1 1 
61. f(2) = =; f(z) = z; f(z) = s f (2) = x 


(n numár natural oarecare) 


62. f(z) = Yz; f(a = Fz; f(a) = 5; f(z) = =. 
YI Y т 
63. f (z) = 275; f(z) = BE f (x) = a (a > 0) 


64. f(x) — unc; aca FaSt FOO = свет. 


Să se determine intervalele pe care pot fi definite funcțiile de mai jos, 


astfel incit să admită inverse pe aceste intervale. Să se stabilească de fiecare 





dată respectiva funcție inversă. Dind lui x valori particulare, să se verifice 





=A 21 
in fiecare caz în parte egalitátile: f(f(z)) = x gi f (f (2)) = a: 







65. f (z) = 3z — 7. 66. f (zx) = 


© 


7. f (2) = 8а® + 5. 68. f (z) = V7- 
69. f(x) = a9! (a > 0). 10. f (2) : 














EXERCIŢII 








71. f(z) = sin 3z. 72. f(z) = ctg TS ; 
m- 
sa 1 7x А ‹ 
73. f (ж) = = cos =. 74. f(z) = 21р (1 + 32). 
3 2 
75. Să se stabilească în ce caz funcţia (numită „funcţie omograficá") 
; ах -+ b 
f (2) —— 
cz + d 
poate fi inversatá si să se determine respectiva funcţie inversă 
Să se cerceteze apoi funcţiile : 
itp SS , 2—1 " EA З= — 2 
; (6. f, (z) = ————. (4. fo (2) = =, 
— 3z +5 — 6z + 4 
A —2z +9 
(8. fa (2) = 
8: —4 
Ple 
е) 
е) 
)8, 
ге 
























CAPITOLUL VII 


LIMITE DE FUNCŢII 


În capitolul III au fost studiate limitele unor funcţii particulare — giru- 
rile. Cu ajutorul lor va fi definită în acest capitol noţiunea generală de limită 
a unei funcţii într-un punct, care va fi apoi folosită în capitolele ce urmează 
pentru definirea noţiunilor de continuitate şi derivabilitate. Problema care 
se pune acum se poate formula astfel : 

Dindu-se о funcție f definită pe o mulţime A, să se studieze comportarea 
funcției іп jurul unui anumit punct zy, adică să se stabilească се se întimplă 
cu valorile f (zx) ale funcţiei atunci cînd se dau argumentului z valori din ce 
in ce mai apropiate de z,. Oare si valorile funcţiei se apropie din ce în ce 
mai mult de un anumit număr 1? 

Comportarea funcţiei în jurul lui 2, se referă, prin urmare, la valorile 
funcţiei nu în punctul ze, ci în celelalte puncte din apropierea lui ху, deci pro- 
blema comportării funcţiei f în jurul lui z, se poate pune chiar dacă f nu este 
definită în z,; dar, în acest caz, zy trebuie ales astfel incit să existe puncte 
r € A oricît de apropiate de 2,. 


$ 1. EXEMPLE 


Să precizăm problema pusă mai sus prin citeva exemple. 
1) Fie funcţia f(x) = z? definită pe toată dreapta R (fig. 77). Să stu 
diem comportarea acestei funcţii în jurul punctului 2. Pentru aceasta, trebuie 





să dăm argumentului z valori diferite de 2, dar din ce în ce mai apropiate de 2, 
și să cercetám ce se întimplă cu valorile corespunzătoare f(x) ale functiei 


S 





Mai precis, trebuie să considerăm un şir (z,) de puncte diferite de 2 gi converg 


către 2 (2, — 2), şi să vedem dacă şirul corespunzător (f (,)) al valor 





fiel are sau nu limită. 





— giru- 
' limită 
rmează 


за саге 


ortarea 
itimplà 
| din ce 
e in ce 


valorile 
201 pro: 
nu este 
punete 


Să stu 
trebuie 
te de 2. 
unetiei 


ovre 11 
rgel 1 


$ |. EXEMPLE 


Să luăm, de exemplu, următorul şir (r,) convergent către 2: 


وک ama E‏ 2 و 


| دخ 


Pentru valorile funcţiei se obţine şirul 
(f (z,)) următor : 


eT pepe 


(2 |. 


^ Um 1 с 
care are limita 4. Într-adevăr, 2 + — — 2, 











n 
Š 1 y? 
deci (2 + =) 4. 
п 
Considerind şirul : 
uu ce et Da dcs 
zo 3 5 nos Fig. 77 


convergent către 2, pentru valorile funcţiei se obţine şirul: 


Uc cs MS 


care are limita 4. 


Considerind şirul : 


‹ 1 " 1 1 
3, 2 — ze E | 2 ue ү 2 — MÀ АЕ Ф 
2 3 4 


convergent către 2, pentru valorile funcţiei se obţine şirul : 


32 (2 — 22) 9 [o اا‎ 
ONUS E el SS A i 


care are de asemenea limita 4. 


In general, dacă (z,) este şir oarecare convergent către 2. (format din 





puncte diferite de 2), şirul (f(z,)) al valorilor funcţiei are limita &. Intr 
adevăr, din x, — 2 rezultă ri — 4, adică f (z,) — 4. 
S-z 








n evidenţă următoarea proprietate a funcţiei f (x) = 








Oricare ar fi şirul (z,) convergent câtre 2 (х, = 2), şirul valorilor funcției, 


(f(x,)), are aceeași limită, А. 
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Această proprietate se exprimă prescurtat spunînd că unctia f (x) = a? 
prog | I d 


are în punctul 2 limita 4 şi se scrie: lim f (2) = 4 (sau lim 22 = 4). 
x2 x2 


(Se citește limită de f (2), cînd x tinde către 2 este 4). т 


2) Fie funcţia f (2) = — definită pe А — 40) (fig. 75). Această Tunctie 
ov este definită în punctul 0, dar în celelalte puncte, oricît de apropiate de 0, 
| este definită. 

7 Să studiem şi in acest caz 
! 


comportarea funcţiei în jurul lui 0. 
Pentru aceasta, să luăm următorul 


şir (z,) convergent câtre 0: : 














Z 1 1 1 
| = ны aui as 
IN 2 3 n 
+ 
! | Pentru valorile funcției se ob- 
fn 82 چ‎ ţine şirul (f(z,)) următor : 
Zo е ٤ 
37 ORO ОЙ еек 
Fig. 78 care are limita оо 
Dacă luăm şirul : 
1 1 1 1 
) 2» "E i E 


care are limita co. 
În general, dacă (z,) este un şir oarecare de puncte din Я — (0), (2,50) 
convergent către 0, 2, — 0, avem 25 > 0 şi 22 > 0, deci —— = co, adică 
: z 


f(z,)— oo. 


Așadar : 


Oricare ar fi şirul z, — 0 (z, #0), şirul (f (z,)) are aceeași limită, oo 
Această proprietate se enunţă prescurtat, astfel: funcția f(x) = - 


in punctul 0 limita oo şi se serie: lim f(x) = oo sau lim — = oo 
x0 x0 T? 


(Se citeşte limită de f(x), cînd z tinde către 0 este оо.) 








$ |. EXEMPLE 








= 3) Fie funcţia f (x) = 1. definită pe R— {0} (fig. 79). Să studiem com- 
z 


portarea acestei funcții in jurul lui oo, intelegind prin aceasta cá se dau argu 
mentului z valori din ce in ce mai mari (din ce in ce mai apropiate de oo) 





etie și se cercetează ce se intimplá 
cu valorile corespunzătoare ale 
le 0, funcţiei. Mai precis, se consideră 
un Şir 2, — оо şi se cercetează 
caz dacă şirul (/(z,)) are sau nu 
ii 0. limită. 
orul 


De exemplu, considerind gi- 
rul (z,) următor: 


T o КӘ, CR 


, ? 


care are limita oo, pentru valorile 
Bb; funcţiei se obţine şirul (f (z,)) 
irmátor : 








are are limita 0. 
În general, dacă (z,) este un 
şir oarecare cu limita oo, z, — оо, 


1 Р 
avem — —> 0, adică f(z,) — 0. 
Ty 


Aşadar : 
Oricare ar fi şirul z, — oo, șirul (f (»,)) are aceeași limită, 0. 
Această proprietate se exprimă prescurtat astfel : limita funcţiei f (x) = 





ls E , 
— — în punctul oo este () si se scrie: 


т 
; d А 1 
+0) lim f (2) = 0 sau lim — = 0. 
X--o00 x>% cT 
1dic8 (Se citeşte limită de f (zx), cînd z tinde către co este 0.) 
3 ` ? 
i aa e tr : 1 TAT EN: : 
4) Sá reluám functia f (z) = — definită pe R— 10) si să studiem com 
} v I i gf 
$ 
portarea sa în jurul lui 0. 
р от т \„ 
Же Pentru şirul (z,) : 
1,—, — — - 
- Qr. 0016, $^ D 


Iud d) vn. S 


are are limita оо. 
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Pentru şirul (23) : 





1, — 1 7-е seg 


convergent către 0, se obţine șirul (f (2,)) : 


—4, —2, —3, ..., —n, 





care are limita — co. 
Pentru şirul (25) : 
1 1 1 
Ey rut Eie o 
2 3 4 
convergent către 0, se obţine șirul (f (x, )) : 
жу /, 
1, —2, 3, —4, 


care nu are limitá. 
Aşadar, pentru şirurile diferite (x,) și (z4) convergente către 0, sirurile 
corespunzătoare (f(z,)) şi (f (4)) au limite diferite, iar pentru şirul ту con- 


" 


vergent către 0, șirul corespunzător (f(24)) nu are limită. 


Se spune că funcţia f (x) = — nu are limită în 0. 
T 


$2. DEFINITIA LIMITEI UNEI FUNCTII ÎNTR-UN PUNCT 


1. Consideraţiile din paragraful precedent conduc la următoarea 
Definiţie. Fie fo funcţie definită pe o mulțime A şi z, un număr 
(finit sau infinit). Dacă, oricare ar fi şirul =, — zo, (7, € A, 7, =Æ жу), şirul 
f (z,) are aceeași limită ! (finită sau infinită), se spune că l este limita fune 
tiei f în punctul 20 şi se scrie: 
lim f (@ = 
х-» Хх 


(Se citește limită de f (2), cînd x tinde către ту, este egală cu 1.) 


Observaţii. 1° Condiţia х, # zy are obiect numai în cazul cind т, є A. Dacă „б А, tn 


particular, dacă т, = со sau х, = — 00, condiţia z, Æ Tọ este verificată în mod automa! 





(deoarece r, E A), şi deci, în acest caz, condiţia 2, 5 2, este de prisos în enunţul definiției 
2? Dacă z, € A, limita funcţiei f in 2, (dacă există) poate fi diferită de f (23). 
De exemplu, pentru funcţia f definită pe R prin 


1 x 
— , dacă 2 == 0 
) 22 


РО) = 
| 1, dacă z= 0 


avem lim f (z) = co (v. exemplul 2) din $1) si f (0) = 1 
х->0 





irurile 
^ COD- 


“№ 


număr 
o); girul 
a fune- 


o £ A, în 
automat 
definiției 


2. DEFINIŢIA LIMITEI UNEI FUNCȚII INTR-UN PUNCI 





3" Pentru a putea considera limita funcţiei f în punctul zp, trebuie mai întii să e 


i 





sirari (x,) de puncte din A cu limita ry sau, cu alte cuvinte, după cum s-a specificat la începutul 





paragrafului, trebuie ca orici! de aproape de x, să ез 


teiinitia nu se mai poate aplica, deci nu mai are sens problema existenţei limitei funcției într 


„stie! de punct, 





De exemplu, pentru funcția 








problema existenţei limitei ace 


iim (0, oo) oricit de apropiate de 1. 


Exemple : 


1) Pentru funcţia constantă /(х)==с definită pe R 
lim f(x) = c, oricare ar fi z (finit sau infinit), adică: 
"Xp 





Într-adevăr, oricare ar fi şirul 2, > xy, şirul corespunzător 
valorilor funcţiei este c, €, c, ..., €, .., care are limita c, f(z,)—ec, 


im f (z) = c. 


De exemplu, lim 5 — 5, lim 6 — 6, lim 6 — 6, lim (— 2) — — 2 etc. 
جد‎ | x х->3 х-> 00 


puncte din A diferite de 


Xo. În caz contrar, 


tei funcții în punctul х0 = — 1, deoarece nu 


(fig. 














A 
75 е: Ü  & 
? 7 T, ; 
| Ip х, / ; 
4 
Fig. 80 Fig. 8 
| . E x a | 34 * 
1) Pentru functi | = z definită pe R (fig. 81) 
hm 
| ап 1 
1m 
А estre aceeasi ог1саг& ir 11 в - 
pl | etc 





f(z) = In x definită pe A = (0, со) nu are sens să se pună 


există puncte 


80) avem 


(f (2,)) al 


deci 
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3) Pentru funcția f(z) = z^ (k natural), definită pe R, avem 


лл LA 
| lim z^ = 20 


| 
| xxo | 


oricare ar fi zy (finit sau infinit). În particular: 





| lim zf = оо | şi | lim z* = (— оо)“ . 


x> со x—— 00 





Într-adevăr, dacă z, — Tọ atunci ză — ză. 


De exemplu, lim 24 = 16, lim 23 = 27, lim xê = coo, lim 205 == o, lim T = 00, 
+ , 








x—2 x—3 x—o0 x--— 00 x00 
lim 25 = — oo etc. 
v—— 00 
/, domi Р - م‎ 1 И ER J ON 3 
4) Pentru funcția f(x) = — (k natural), definită pe R — (0), avem: 
zr" 
|n г] 
| lm TE = 
| хохо T 70 





oricare ar fi z, Æ 0 (finit sau infinit). In particular: 








Б: 1 х : 1 A 
| lim — = 0| gi lim — = 0 
| x20 2" | e>—o X^ 
Într-adevăr, dacă z,—» х0, atunci a — 2$ şi, dacă 2Z, 0, rezultă 
1 1 аа rd 1 : 
9 р, deci lim — ==: 
T 20 хэху X^ 20 
1 "Let 1 "HH н 1 
De exemplu; lim — — —-,lim —- = 1, lim — = 0, lim — =0 etc 
x92 c 8 х-»—1 2% xœ 25 x 2 
5) Dacă « > 0, avem: 
[lim z* = To a (0. Ti < eo). 
| х=хо_ xxo | 
In particular : 
| lim z* — oo și |limz'-—0| 
| ж 20 | x-Ü | 


m ч 
Pentru « = — , se obţine: 
n 











25 lim |” = | 


А тү: 
lim f z^ = оо 
جد‎ 00 | x0 "| 





E SECUN 
| lim fz” = ў To 


| xx 








(Pentru demonstraţie, v. cap. IV, proprietatea corespunzătoare a gi- 
rurilor.) 


avem : 


rezultă 


> а şi- 


$ 2. DEFINIȚIA LIMITEI UNEI FUNCȚII INTR-UN PUNCT 








6) Dacă «a > 0: 














| 
lim — = — |(0 < 20 < оо). 
| *—*o ze To | 
În particular : 
Wm e M ce i3 - | 
| lim — = оо | gi lim — —0 


2 2۳ 


хоо r* 





(Se tine seamă că, dacă z, > ( 




















J şi л, — 0, atunci — — оо. 














f, 
e 1 = ЛА 1 
De exemplu: lim —— = ———*» (ņ > 0), lim — = o, lin —— ü 
х—>хо т" Ї zî x-0 Hum Xon LES 
7) Dacă a > 0 si a 4 1, avem: 
Wc 
| Пра" = а% | 
| 0х0 | 
oricare ar fi т, (finit sau infinit). În particular, 
dacă a > 1 | lim a* = oo | şi lim a* = 0 
| x | x——o 
dacă 0<a<1 | lima =0 | ŞI | lim a = оо | 
| xc | | ×+ | 
(Pentru demonstraţie, у. сар. ТУ.) 
De exemplu: lim ех = 6, lim ех = co, lim ех =0. 
х-+5 x0 X->—00 
8) S-a arătat (v. cap. III, $2) că: 


Se poate arăta că, oricare ar fi şirul z, — oo, avem: 


Her 


x 
? — e. 





Ta 


(Demonstrația depăşeşte cadrul manualului.) 


Rezultă : 


| xo | 


ү lim |1 + |= e | 
r 


| 





и 














CAPITOLUL VII. LIMITE DE FUNCT! 





7 


9) Fie acum un şir Z, +> — со; să notăm у 


deci Y, — 1 — co, şi prin urmare: 


Dar : 








1 ^ e 
Deoarece — — 0, rezultă că 








э, м 
adică : 


Rezultă aşadar că: 


P 


E 
+ 
AJ! 
| 
¥ 
= 
«00 
5. 
£e 
Ф 


2. Deoarece definitia limitei unei funcţii într-un punct este bazată pe 


asese pent ru 


: 2 ч y . vg" ПЫ н pica 113m «o 4 
limite de șiruri, o serie de proprietăţi ale limitelor de şiruri se reg 


limitele de funcţii. 


Uc 


Două dintre aceste proprietăţi sint date în acest 


| date rafele urmátoare 


in para; 





iar celelalte 


paragraf, 





$ 3. CRITERII DE EXISTENȚĂ A LIMITELOR DE FUNCŢII 





Exemple : 


1) lim | x | = | 20 |, deoarece lim 2 = xg. 
x-xo X50 

2) lim ж = х0, deci lim (x — a) = 0 şi lim | z— 50 | = 0. 
хә хо х- ху xx, 

3) lim cos x = 1, deci lim (cos х — 1) = 0 şi lim | cos z —1]| = 0. 
xU x-Ü x-0 


$3. CRITERII DE EXISTENTÁ A LIMITELOR DE FUNCTH 


Uneori eunoscind limita unei funcţii într-un punct, putem stabili limita 
altei funcţii în acest punct, cu ajutorul unor criterii asemănătoare celor 
utilizate la şiruri. 


Teorema 1.Юаей |f(2)| < A(z) si dacă lim A(z) = 0, atunci lim f(2)=0. 


ху х->хо 


Într-adevăr, йе =, > z,. Deoarece lim A (2) = 0, rezultă că h(x,) — 0. 


e 
x- xo 


Dar | f (z,) | < A(z,) si, pe baza criteriului de la siruri (v. cap. III, $2), 
deducem f(z,) — 0. Deoarece limita 0 este independentă de șirul (7,) ales, 
rezultă : lim f (x) = 0. 


х->ху 


Exemple: 1) Pentru funcția f(x) = sin x avem: lim sin 2 = 0, 








x-Ü 
Într-adevăr, dacă x este măsurat in radiani, avem | sin = | <| z |; dar lim | | = 0 deci, 
x0 
ре baza teoremei de mai sus, rezultă lim sin x = 0. 
x-( 

Dacă x este măsura arcului in grade si dacă y este măsura arcului în radiani se știe că 

180 5 2 s T O - т : 
г = — y, de unde |ѕіп х | = |sinylsiyl=— lc |, adică |sinz|« — | x |; deci 

T 180 180 
lim sin х = 0. 
x0 

А T ETTI | eun 

2) | lim sin 2 = sin zy | (zy finit). 

| x-X9 








3 v а | х -+ To 5 . . 
Într-adevăr, deoarece |cos — « 1, avem |sinz — sin % | = 























= [L 
= |і х, о = c — 4, í . 

= 2|sin — cos ——— 2|sin ——— e|—[r—z,| şi, de- 

2 | ® | 2 2 X^ ME 

oarece lim | z — zy | = 0, rezultă cá lim (sin 2 sin 4) = 0, gi, deci, 
x- xo X-Xg 

lim sin Z = Sin zy. 

хэхо 


8—968 
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De exemplu, lim sin x = 1, lim sin x = 0 etc, 
2. S 
х 


, — = 
3) | lim eos 2 — cos Lo | 





2 =. E 
Într-adevăr, deoarece [sin — 


[25 : à | 
[sin سے‎ | 
| 


ȘI se continuă ca în exemplul 2). 


3 


| COS X — COS X, [= 2 


دا 


De exemplu, lim cosa 0, lim cos ж = — 1 etc. 
1 х п 


х -> 


Asadar ; ] булл. cin тоо? т? + ^ a 
Aşadar, limitele functiilor sin æ și cos z într-un punct oarecare £, se obtin 
înlocuind direct peo d cu do 


Observaţie. În punctele oc si — oo funcţiile sin x şi cos 2 nu au limită (v. exercițiul 9 


de la acest capitol), 


— 
| 
| 


(n natural). 


Să arătăm mai intii că, dacă « > 1, avem e“ >; a. Fie m un număr na- 


tural, astfel încît т< «u < m +1. Atunci, e" e“: dar e" т. 1 
(v. cap. I, aplicaţia 1 la inegalitatea lui Bernoulli, deci e“ « -m4- ia, 


adicá : 
e" ma. 
Aplicind logaritmii ultimei inegalităţi, se obţine: 
х > În a, 


Acum putem scrie pentru x > 1: 





. | 1 n n » 
In x Iniz* | ) 27 9 x? 2 1 
№ tris n r 5 п - zh Е п 
~ 
T 1; 2 1 2 1 2. 4 н 
Dar lim ue Ln але. esi 
х= 0 n " n y n © 
e^ lim 2“ 
х ج‎ © 
şi, pe baza teoremei 1, se deduce: 
In x = 
lim — = 0), 
X — 2 a n 


obțin 


itiul 9 


nae 


و > 
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Se spune că funcția logaritmică ln x crește mai încet decit orice putere. 


Teorema 2. Dacă f(z) > h(x) şi dacă Пил (х) = оо, atunci 
: : X ху 
lim f(z) = оо. 
Xx ху 

Într-adevăr, dacă z, — ту, avem h (z,) — oo şi, deoarece Elta) > h (2,), 
rezultă f(r,)— co (v. cap. V), de unde: 


lim B= oo; 





x — xo 
Exemplu : 
5 
| lim =:00 
| ج‎ с Х | 
Într-adevăr, deoarece e* > a, (о 1), avem : 
| x i N n T N n 
ех е" e” 2n [ 1 2n ь 
а — | =| л”, 
| 1 |^ 2 (2n , 
x* 1 x“ 
/ 


Deoarece lim 2” = co, ре baza teoremei 2 rezultă : 
T 90 
‚М, € е 
iim = 00, 


: o r” 


Se spune cá funcția exponențială e” crește mai repede decit orice putere. 


Teorema 3. Dacă f(x) < h(x) si dacă lim A (x) = — œ, atunci 
X ج‎ X9 
lim f (x) == — co. 


X — X0 


Demonstratia este analogă celei a teoremei 2. 


Exemplu: Deoarece pentru т< —1 avem а < а şi lim == — 00, rezultă 
x => —% 
lim x? = — oo (v. de asemenea exemplul 3 din $2). 
X-»—00 
$4. LIMITE КАТЕКА Е 
S-a arătat in $ 1 că funcţia f (2) = — nu are limită in 0, deoarece pentru 


şiruri diferite z, — Ô si 2; — 0, şirurile corespunzătoare (f (x,)) si (f (44)) au 


limite diferite. Totuşi, dacă se consideră numai siruri (x,) de numere strict 
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pozitive (2, > 0), convergente către 0, sirurile (f (2,)) au aceeași limită, oo. 


à ы S : d Д 1 m x. 
Într-adevăr, dacă х, > 0 şi х, >U, avem = — со, adică f (1,) — со. 


Se spune cá funcţia f(x) = — are in punctul 0 limită la dreapta, оо. 


De asemenea, dacă se consideră numai şiruri (y,) de numere strict nega- 
tive (у, < 0), convergente către 0, sirurile (f(y,) au aceeași limită, — oo. 
: j : X 1 "es 
Într-adevăr, dacă y, < 0 şi у, — 0, avem —.— oo, adică f(y,) > — co. 
Un 


= "7 . Ep 1 " NIA 5 
Se spune că funcţia f(x) = — are in punctul 0 limită la stînga, — оо. 
T E 





Definiţie. Fie fo funcţie definită pe o mulțime A și z un punct. 
1) Dacă, oricare ar fi şirul z, > z,, format din puncte z, > z, din A, 
şirul (f(z,)) are aceeași limită /; (finită sau infinită), se spune că /, este limita 
la dreapta a funcţiei f in: punctul 2, şi se scrie; 
lim f (2) = la 
x —> хо 
x > Xo 
2) Dacă, oricare ar fi şirul z, > Tọ, format din puncte т, < r, din A, 
şirul (f (z,)) are aceeaşi limită |, (finită sau infinită), se spune că /, este limita 
la stînga a functiei f în punctul zy şi se scrie: 
lim f (ж) = b; 
x — Xo 
x< хо 
Limita la stinga si limita la dreapta se numese limite laterale. 
În loc de I, si la, limita la stînga si limita la dreapta а funcţiei f in х, se 
mai notează, respectiv, cu f (20 — 0) si f (zy +0): 


f (zy — 0) = lim f (x), f (zy + 9) = lim f (2). 


mn - Xo 
« хо X > Xo 
zz p : s 1 " 
Astfel, pentru funcţia f (2) — avem: 
m 
f (0 — 0)=—co si f (0 + 0) = co. 

Observatii. 1° Dacă f este o functie definită pe un interval A (a, b), (— co <a b < oo), 
definiția limitei lui f in a, lim f (2), coincide cu definiția limitei la dreapta a lui f in a, lim f (x) 

xa x 2 

xoa 


ros 


deoarece, pentru șiruri (2) de puncte din A, avem în mod necesar T, 

De asemenea, definiția I'mitei lui f in b coincide cu definiţia limitei la stinga a lui f în 

b lim f(x), deoarece, dacă (xp) este un sir de puncte din A, avem în mod necesar £y < b. 
>b 


2° Dacă funcţia f are limita 1 într-un punct 50, (a < 20 < b) atunci are și limită la dreapta 


şi limită la stinga in xy, şi ambele limite laterale sint egale cu {; 


f(x, —9) = f (zy, + 0) =1. 





Lá, oo. 
а, OO. 

nega- 
— OO. 
— OO, 
— оо. 
punet. 
lin A, 
limita 


din A, 
limita. 


п Xy se 


b « oo), 
lim f (x) 


xoa 


| lui f în 
Eso D. 


dreapta 








Se poate demonstra că, reciproc, dacă f are in ty Si limită la stin 





f (xy — 0), si limită 
la dreapta, f(x, + 0), si dacă limitele laterale sint egale, f (29 0) = f (xy + 0), atunci f are 
limită in xy egală cu valoarea comună a limitelor laterale ; 


lim f (x) = f (xy, — 0) = f (zy + 0). 
х->хо 


З° Se poate ca într-un punct una sau ambele limite laterale să nu existe, 


De multe ori este mai uşor să se calculeze limitele laterale într-un punct și din egalitatea 
tor să se deducă existența limitei în acel punct. 


Exemple: 








1) lim (1 2)” =e 
x—u | 
ISI wa A 1 
Dacă х, >0 si z, — 0, punind y, = —, avem y, — oo 51 
Xn 
1 
x 2c AV 
U +r,” = ! rJ. 
Un) 
1 
1 wv, К 3 e Ж TET 
Dar |! + = | “+e (v. $2), deci (1 + z,)'^ — e. Deducem că limita 
Un. 
1 


la dreapta in 0 a funcţiei (1 + х)“ este e: 


4 
lim (1 + z) * = e. 
x0 
x0 


În mod asemănător, se arată că și limita la stinga in 0 a acestei funcţii 
este e: 


lim (1 + z)* = e. 
х0 
х<0 


1 
Cele două limite laterale fiind egale, rezultă că funcţia (1 + pă 
punctul 0 limita e. 


are în 


2) | lim 


| х—0 22 





چ 


J 
E 





x . ; e Se 
Dacă z, < 0 si х„—› 0, avem 22* — 0 şi a?” >0, deci ux — co. Așadar 
" 


limita la stînga in 0 este oo. 
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v 






























De asemenea, dacă z, >0 şi z, —0, avem 2% — 0 şi 2% > 0, deci - 


? 


prin urmare si limita la dreapta în 0 este oo. Cele două limite laterale fiind 


ox (d RON O x 
egale, rezultă că funcția yg are limită în 0 egală cu оо. 


zx 





> 1 А 1 
De exemplu, lim — = оо, lim — = со etc. 
x>) ză x0 x? 








= — oo şi | lim 
x—0 X 
x0 











Se urmeazá acelasi rationament ca in exemplul functiei — de la ince- 


2 


putul acestui paragraf. 
1 


Urmează că funcția —— nu are limită în 0, deoarece limitele laterale 





sînt diferite. 


1 1 
De exemplu, lim — — — oo, lim — — oo ete, 
x0 23 x02 
xe x0 
4) lim tg z= оо si lmtgz- — оо. 
х dd х ج‎ AT 
I< T x> i 


Într-adevăr, dacă z, < — si 2, — —, avem sin z, — 1, apoi cos rz, 0 


2 2 
T" ax ANG, DE SI 
şi cos 2, — 0, deci — — — co. Atunci, lim tg z, = lim sin z, + lim — — = oo. 
COS Th n- oo п— о n— COS X, 


8 اا‎ А še Ў T 
Aşadar, limita la stinga a funcţiei tg x in -- este co. 
: | £ i 


Pentru demonstrarea celeilalte egalitáti se foloseşte faptul că, 


să m = T 1 


$,2»— $80 2,—- —, avem COST, < 0 si eos a, > 0, deci —— — — 


= 2 COS Ta 


ly Rezultă că funcția іо х nu are 


| în 


|a 


5) Fie funcția f (x) definită pe R prin 








dacă 
бо; 


limită 


tele 








ince- 


terale 


dacă 
OO. 


limită 





6) Funcţia f(x) = sin — definită pe R — {0} nu are în punctul 0 nici limită la dreapta, 
x 


nici limită la stinga. 





z 1 SEN : 
Intr-adevár, dacă Ty = 3 avem T> 0 si х, = 0; apoi sin — = sin пт = 0, deci 
пт Yn 
Ae 
sin ج‎ 0 
2, 
x 2 ? + A ыы ا‎ . 4n 1-1 я 
Dacă y, = —————— avem у, > 0 şi у, > 0; apoi sin — = sin———— x = 1, deci 
(4л mu 1)z Un 2 
i 
sin — — 1. 
Un 


Așadar, pentru sirurile diferite (z,) şi (y,), şirurile (sn - | 51 ا‎ — | nu au aceeași limită, 
Tn Un) 


1 


Rezultă că funcţia sin — nu are limită la dreapta in 0. 





z 

? АА 5 аг 1 i 2 IA mn Med 

Se arată in mod analog, folosind sirurile |— si | - că funcţia sin — 
n (4n + 1)x x. 


nu аге nici limită la stinga in 0. 


$5. OPERATH CU LIMITE DE FUNCȚII 


Fie f şi g două funcţii definite pe o mulţime A. 


^0 
tele /, si l (finite sau infinite) si dacă suma l + l, are sens, atunci functia 
1 3 2 * 1 2 3 
f + g аге limită în z, si: 


Teorema 1. Dacă funcțiile f si g au într-un punct z, respectiv limi- 


| lm[f(x) +g (z)] = lim f (x) + lim g (2) 


0 E E oe AED ESI 
Caz exceptat: lim f(x) = со si lim g (x) = — co (cazul co — co). 
x = хо X = Xo 
Fie т, э x(x, Æ л) un sir oarecare. Deoarece Піт Ў (2) = 1, si 
1 0 a 7j 0/ y FA 1 5 
lim g(x) l3; se deduce cà £) г.) li 5] g (z,)— ls; deci f (2) + g (z,) > l, 4 
т Ay 
+ i, 51, prin urmare, lim [f (2) + е (z)] = L + le. 
00 5 A 81 1 2 
C> хо 
Teorema este adevărată si pentru suma а n funcţii. Această teoremă 
se enunță simplificat astfel : 


Limita într-un punct х, a unei sume de functii este egală cu | 
suma limitelor acestor funcții in 2, 
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R 
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Teorema 2. Dacă f si g au în punctul х, respectiv limitele |, si la 








(finite sau infinite) şi dacă produsul l,l, are sens, atunci funcția fz are limită ȘI = 
in zy Bis 

| lim Г (ж) + (тж) = hm f (x) lim g (z) 

X ج‎ хо ج‎ X = 


Cazuri exceptate: lim f (x) = 0 si lim g (x) 


- со (cazul 0 * co). 
хә хо х 


vo 17, 
Demonstrația este analogă aceleia a teoremei 1, folosind teorema rela- 


tivă la limita produsului a două şiruri. 


In particular, dacă g (x) = с, avem lim о (x) = c, deci: 


*-> хо 














N "n ^ . . зе ерм e. Qs. oiy . (tin 
Corolar. Dacă f are in z, limita ] (finită sau infiniti), atunci, tune- 
fia cf are limită in хт, si 
lim cf (x) = c lim f(z) | dacă c0 
x — Xo Xx ج‎ Хо 
(și, evident, lim cf (ж) = 0, dacă c = 0). 
x-xo 
Luind in corolarul precedent с = — 1, obținem: 
lim [— f (z)] = — lim f (2) 
X> Xo X> хо 
şi deci: 
lim [f (x) — g (x)] = lim f (x) — lim g (2). 
x> Xo Xx-X9 Xy 
Teorema 2 este adevărată si pentru produsul a n funcții. Această teo- 
remă se enunță simplificat astfel : — 
Limita într-un punct z, a unui produs de funcţii este egală cu | 
produsul limitelor acestor funcţii în z,. | 
În particular, luînd n funcţii egale cu f, se obţine : 5 БВ 
lim [f (z)]" = [ lim f(2)P (n natural). 
à x> хо x => ху 
Exemple : 
1) Deoarece lim z = z,, avem lim z” = 2? (n natural). 
x + хо x ج‎ хо i 
2) miez ооа == ess. 
х— хо х-> X9 


3) Pentru orice polinom Р(х), avem: 





lim P (х) = P (29) | (zy finit). 
| 


X— Xy 








»la- 


mne- 


e0- 
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Fie Р(х) = а,2" + ap +... + аул + ay Folosind exemplele 41) 
) 


şi 2) şi teorema 1, se obţine: 


lim Р (2) lim aja” + lim apaa +... + lim 2,2 lim а 


X-3Xo с->х “хо х—>хо XX 


It » Limp | 2 Y Y‏ س 
F d, 410 ... + ауу д0 P (2).‏ 2,1% = 


Asadar, limita unui polinom Р (т) într-un punct zy se obține inlot uind 
direct in polinom pe X си e. 


De exemplu, lim (5x4 + Зх? 7x + 1) = 5 (— 2 


Teorema 3. Dacă f si g au într-un punct v, respectiv limitele [, şi la 


(finite sau infinite) și dacă raportul — are sens, funcția are limită în 2, si: 
l 


2 g 
" lim f (x) 
| è (x) X—XQ9 
| lim DES o Eta e a] 
х->ху 9 (X) lim g (x) 
xxo 
- : : 1 
Cazuri exceptate : lim g (2) = 0; | cazul |, 
x> Xo 0) 
. ^ . 7, | 00 | 
lim f (x) = + оо şi lim g (x) = + co [cazul | 
х->ху x> у 00 


Pentru demonstraţie se foloseşte teorema relativă la limita citului a 
două şiruri. 
Această teoremă se enunţă simplificat astfel : 


| Limita într-un punct z, a eítului a două funcţii este egală eu ейш 
| limitelor acestor funcții in 2. 











Exemple : 1) Dacă Р (x) si О (x) sînt două polinoame şi dacă 0 (zo) Æ 0, 
atunci : 





| no BPS P) "e 
lim —— = 9 | (xg finit). 
| х->хо Q (x) Q( To) | 





Într-adevăr, lim P (2) = P (£), lim Q (x) = О (20) == 0. 
х хо х-> хо 
Deci : 
lim ЕЕ есы, 
хә ху Q (7) Q (xy) 
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- = === = s = م کے‎ at — ae 
Aşadar, limita unei funcții rationale, într-un punct xq în care numitorul т 
ER : ŞI, Sci 
nu se anulează, se obține înlocuind direct pe x cu 20. ы 
De exemplu: 
1 — 5 1—5 —4 
lint; ===> -= — ——1 
x—1 т + З 1 3 4 D 
2) Dacă zy Æ (2k + 1) = (k întreg), avem : 


9 














і 
lim tg t = te ty 
Într-adevăr, lim sin z = sin жу, lim cos z = cos z Æ 0. 
x> х0 х xo 
5) 
Deci 
6 : sin x sin x, 
lim tg z — lim کے‎ = 4. 
хэ хо х-> ху COS X соз To În 
3) Dacă tQ kr (k întreg), avem: 
| lim cto y» — GFT Ob: 
Y — Xa 





radiani, 
Se procedeazá ca la exemplul 2. 
Așadar, limita funcţiilor tg x si ctg x, într-un punct Xo în care sint defi- 
nile, se objine înlocuind direct pe х cu x 





o Dai 
“ ; r i A ИТР pt 
4) | lim — = 1 | (x măsurat in radiani). lim 13 
sin x А 1 
х- 0 T 
8 i t ^ 4 1; = > Mio і ^) I ^I AI 
Deoarece т este măsurat in radiani, avem sin x e Es os | to a |. з 
: ‚ E а È ; A di unor li: 
Pentru z Æ avem sin z == 0 s, impártind eu |sin x |, se obtine : ШАО. 
[а | > 1 
ia ed -< - —: 
sin < | | cos т 6) 
Dar, pentru - -« @< —› avem cos rz >0, deci cos gz | = cos m: 
ES 2 al 1 pp A D: 
SI SN L avind acel: 3] semn, rezultă — ——, astfel incit şirul de 3 
sin 7 sin cr 


inegalităţi de mai sus se scrie: adică 





ج 


rul 
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Li 


gi, scázind 1 în toti membrii, se obţine: 














: WT 1 1 
Dar, lim cos z= 1, deci lim — 1, de unde lim ——— 1 — 0. 
"^ x30 х0 COS 2 х0 COS X 
ES 1 е . . 2 ^ e 
Aplicind teorema | de la $3, se obtine lim ——414 0, deci: 
x0 sin x 
. т 
lim = 1. 


x-0 sinc 














: sin x 
5) lim = 1 
х-—>0 x 
y а 1 З sin x 1 аер н S 
Într-adevăr, dacă sin 234-0, avem —— = şi se aplică teorema 3. 
х T 
sin x 


Observatie. Dacà x este másura arcului in grade si dacă y este măsura aceluiași arc in 


























"te, . sia sin jy T sin y 
radiani, atunci = —. б 
x 180 180 y 
M 
T 
s А T . sin Ya sin Ty T I 
Dacă z,—0, atunci y, = — cz, > 0, deci L7 > 1,de unde —— — » adică 
180 Un 24 180 
SUE 7 
lim = . 
x0 х 180 


Alegerea radianului ca unitate de măsură a arcelor prezintă deci avantajul că la calculul 
unor limite se obține un rezultat mai simplu, Acesta este motivul pentru care, in analiza mate- 


matică, arcele sint măsurate în radiani, 

















A | з... Sinart Fn 
6) | lim —— = 1 | («az E0). 
| x20 «c 
` T " : . Sin 9, 
aca а notind 7, = «z,, avem у, U, deci ا‎ eid. 
D tind у ) d 
„азах SM ap y 2: i T IED 
adică - — 1. Cum sirul (z,) este arbitrar, se deduce: 
AT, i ex 
sin «cz 
T 


lira == 
x —( e 


у 




























Teorema 4. Dacă funcțiile u (zx) si c (x) au în punctul 2, respeeti 
limitele a și о, şi dacă и (2) > 0 si a" are sens, atunci functia u (2)"0 art 








limită in z şi: 
ў 
| 5 
lim u (2)? (lim u(z)) 7 a — a 
> y ج‎ X9 
Cazuri exceptate : а = 0 şi x = Û (cazui 09); 
@= 1 ŞI o co (cazul 1%): 
а = co şi x ) (cazul соо). 


Demonstrația se face са in teoremele precedente, folosind teorema co- 
respunzătoare de la şiruri : 


lim y 
lim (2,2 — (lim ту?” 
п + 99 n ج‎ o . 
Cazuri particulare : 
1) Dacă v (x) = х, atunci lim v (х) = о, deci: 


lim iu (x)]* = | 








lim u (x)l* 
X ج‎ Xo v x. 
(Cu excepţia cazului cînd lim u (х) = 0 si a e.) 
X-Yo 
їн particolar UAV ZE бт 
n particular, lim |u (x) = | im ua). 
' х- хо > Xy 
2) Dacă и (х) za, а > 0, atunci lim u (z) = а, deci 
dn 
| im X 
| lim aq) = q ***o 
x X 





Exemple: 


1) Dacă funcţiile u (x) = sin x şi v (x) = cos х sint definite pe (0, r), avem: 
lim cos x 

lim (sin z)cos* — (lim sin g)” 

xU xu 


= (1 = 0. 


lim (x2+1) 


2) im ене Lune 
x = ) 
1 1 
: [ADIRE : 3 3 : : y 
3) lim sin z + 4 = lim (sin x + 4)? = [lim (sin z + 4)]? = 
x0 х 0 x— i 





= iim (sin z +4) = [4 — 2. 
x0 





CAZURI DE 





$6. CAZURI DE EXCEPȚIE LA OPERAŢIILE CU LIMITE DE FUNCȚII 


Regulile stabilite în paragraful precedent pentru operaţiile cu limite de 
funcții nu se pot aplica în cazurile exceptate, cînd operaţiile cu aceste limite 
1 со 


nu au sens, cazuri desemnate prin: оо — оо, 0 : оо, —» =» 0, 
u oo 


1%. oo, 


Pentru a putea stabili dacă în aceste cazuri există limită, trebuie in- 
treprins un studiu direct asupra funcţiilor. 


Pentru funcţiile elementare se procedează, în esenţă, astfel * : 
Pentru a calcula limita unei funcţii într-un punct х0, se înlocuiește argu- 


mentul z cu z,; dacă se obţine un număr bine determinat (finit sau infinit), 


acest număr este limita funcţiei in zy; dacă se obține una din operațiile fără 
sens, uneori se fac anumite transformări pentru a obține o funcție egală си cea 


inițială (pentru x Æ ту), astfel încît, înlocuind în noua funcţie ре £ cu Xo, să 


nu mai ajungem la o operaţie fără sens, ci la un număr bine determinat, care 


RARE А Ау з А 5 is : ; sin x 
este limita functiei în x; alteori se folosesc limitele fundamentale lim — = 1, 
x0 T 
üm (+a = e. 
x0 
1. Limita polinoamelor în punctele oo şi — co. 
S-a arătat in $2 (exemplul 4) că lim z” = oo" şi lim z" = (— оо)” și 
h E 33 
x> t> — 90 
deci, dacă a Æ 0, lim az" = а (оо)" şi lim az" = a(— оо)". 
X — 00 х —%0 
De exemplu : lim За? = оо, lim (— 2) — 00. 
х ل ج‎ 00 


Pentru polinomul P (2) = 32? — 2 nu putem aplica regula limitei 
sumei, deoarece, pentru z, = oo, sintem in cazul oo — co. 

Pentru calculul limitei unui polinom in punctele co sau — oo avem 
regula următoare 


Pentru orice polinom: 








P (a) = a,” + a, 2*3 +... + аж + а (а, F Q) 
avem ; 
| lim Р(х) = а,оо" | lim Р(х) = a,(— co)" | 
х= oo موحد‎ 


* Pentru functia logaritmică şi funcţiile circulare inverse vezi capitolul VIII, 


ум 
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Așadar, limita unui polinom în punciele co sau — оо este egală cu limita 
5 I f 








termenului de cel mai înalt grad. 


Într-adevăr, scotind in P (x) factor comun pe g”, se obţine 





Р n | 1 1 1) 
P(z)-—z'|a,--a, +... Fa + ay- 
1 n-1 1 n—1 0 
E ъл m 


Se observă că factorii din paranteză care contin pe x la numitor au 


limita 0 în punctul co sau — оо, deci limita parantezei este a,. Atunci, 
lim P (2) lim z^" hm (4, p...) = @„ оо”, 
5 + 0 I-> © X > 90 
La fel se calculează limita în punctul — co. 


De exemplu ; 


lim € jr jy2— 7) = 5 • cod — 20 
X 20 
lim ( 32° + 2x — 1) = ) (— oo» 20 
> —00 


2. Limita funcțiilor rationale în punctele co si 








CO 
A CS bx : P (x) CE В сере СЕЕ а 
Unei funcţii rationale —— nu i se poate aplica regula limitei citului 
Q (a) 
RET 2178 1 3622 1 yer oC 
pentru calcularea limitei în punctele оо şi — co, deoarece sintem în cazul 
=: 
da pă | ^ 1 
De exemplu, dacă f(x) ————, avem lim (x 41) oo si lim (a* 1) 0. 
2:7 -— — o 
Pentru calculul limitei in punctul oo sau — co avem regulile următoare : 
Fie funcţia rațională: 
P (x) as! SY, PE жЕ. Еа аса; = , 
س‎ 1 - - 9. (a, 250, b, Æ0). 
Q (x) b.e DX IE RE бух + b, E 


1) Dacă gradul numărătorului este mai mic decît gradul numitorului, 


n < m, limita functiei rationale їп punctele oo si oo este 0; 
| a: Р(х) wil E Ее P(x) 
lim 0 51 lim — 0 
æ Q(x) o Q(x) 


Pentru demonstraţie, se împart atit numărătorul, cît si numitorul cu 
т” (exponentul n fiind cel mai mic dintre gradele celor două polinoame) si 


se obţine: 
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а ҮН E: Е A i ы ea С DIEE ; eU 
Termenii care contin pe — au limita 0. Numărătorul are deci limita а,, 

T 
iar numitorul are limita infinitá. 
> yx x) : ^ 
lezultá că — — are limita 0. 
Q (x) 
u De exemplu: 
— y 4:4 2r—3 
lini -= 0 lim — = 0 
х— o0 1 XX x—o 4х1 i21 
2) Dacă gradul numărătorului este egal cu gradul numitorulut, n = m, 
atunci limita functiei rationale în punctul co sau — co este egală си raportul 
coeficienţilor termenilor de cel mai înalt grad : 
E Ет | 
: (a) Uy Р(х) as] 
lim = gi lim ———-" | 
„со Q(x) b -æ Q(x) b, 
Pentru demonstraţie, se împart si numărătorul si numitorul cu z^" şi 
se obține: 
i 
1 1 
Q4 + а I.e 
P(r) | ај BE. 3 LT L0) 
Qiz) : — 1 1 
b, + bn- — +... by — 
1 2" 
Numărătorul are limita «,, iar numitorul are limita 5,, deci funcţia 
> T г : аһ 
"rationalà are limita - 
b, 
De exemplu: 
l, бт +7 2 
lim چ‎ — == - = — 2 
X 20 E la 5 —1 
lim = . 
Прат BRIE 8 

11 = : : s 
i 3) Dacă gradul numărătorului este mai mare decit gradul numitorului 

ј n > m, functia ratională are în punctele oo și — со limita infinită, şi anume : 

| à Р(х а, nzm : da, کچ‎ 
| um LO. 51 - (— со)" 
| «os OLX) і ) b, | 


y 
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Numărătorul şi numitorul se împart cu x” (m fiind cel mai mic dintre 


gradele numărătorului şi numitorului) si se obţine: 





Р(х) _ ; x (250). 


QU) : 1 1 


Limita numitorului este 5,, limita numărătorului in punctul co este 
a, oo"-" şi in punctul — co este a, (— c9)", de unde rezultă că limita 


funcţiei rationale este dată de egalitátile de mai sus. 


De exemplu : 











325 — 2x 1 3 
lim - = ою = — 00 
xe — 24° 4+ З —2 
325 — 2x + 4 3 m 
lim - = — (= oh = (— оо) = оо. 
x5—wo — 22° +3 —2 2 


3. Limita functiilor raționale în punctele 
în care se anulează numitorul 


x PO) : : Ў е A i А 
Fie 9 funcţie raţională şi z un punct in care se anulează numi- 
O( x) 
torul, Q(z,) = 0. 
Deoarece lim P (z) = P (2) şi lim Q (2) =0 (zy) = 0, nu se poate aplica 
хх x> х0 
regula limitei citului. 
În acest caz, se face un studiu direct al funcţiei raționale. 


: S B Я " : : „ P(x) A 
1) Dacă P (z,) Æ 0 şi O (zo) = 0, funcția raţională —— аге în punctul 2, 
Q(x) 
limite laterale infinite, dar, eventual, diferite. Dacă xy este rădăcină de ordin 


par a numitorului Q, limitele laterale sint egale. 


Exemple : 





, +7 5 r4-7 
1) tri, Ша == = б; 
„> (0 x^ x-—0 r^ 





x0 





ntre 





umi- 


plica 
F 


ordin 


& 6. CAZURI L 





JE EXCEPŢIE LA OPERAŢIILE CU LIMITE 





DE FUNCŢII 


Ў 323 + 2x 323 + 2x 
2) lim - — - 00, iim —————— ——— 09. 
x2—3 2+ 3 x-— 3 z+ З 
х< х>—3 
Deoarece limitele laterale sint diferite, funcţia nu are limità in — 3. 


2) Dacă P (xi) =0 si О (xo) = 


Pio 


0, polinoamele P şi Q se scriu 


(x — z) Р, (2) şi Q (x) = (x — t) О, (2). 


Prin urmare, pentru r 5 tọ avem: 


Р(х) Pix) 


Q(z) Qa) 


ЗЗА Д Р(х) ANT 
Dacă funcția 3 аге limită în punctul zy, atunci 
Gr) 
: Р(х) . Р(х) 
lim ——= lim ==. 
x-xg Q(T) x—xg Q(x) 
. : 5 Aca AE a 
Problema revine deci la cercetarea limitei funcției —— in 
Qi) 
Exemple : 
P(x) х? — 5r + 6 L Р cC ] 
1) Fie f(x) = —— =" . Să studiem limita acestei 
Qix) 22 — 9 


Se observă сӣ P (3) = 0 si Q (3) = 0, deci pentru х = З avem: 


е (x — 3) (x 2) r—2 
f(z)- : em 
(x— 3) (x + 3) х З 
şi prin urmare: 
d 23 -— br + 6 у х — 2 1 
lim = Я = lim - = : 
х- 3 х: — 9 x-3 2 4 З 6 
P(x) z?--Fr—2 AR е2 
2) Fie f(z)— —— = — — —. Să studiem limita acestei funcții 
Q(x) (2 + 
tul — 2. Se observă cá Р (— 2) = 0 si О (— 2) = 0; deci pentru х 2 аует 
(хт + 2) (2 1) r 1 
f (x) — =- 
; (x + 2) (a 2) 
si, prin urmare : 
z Hr- . r—1 
lim. — — —— Jin = со. 
x> ) х>—9 (X 2)* 
P(x) jx 3 -— 
3) Fie f (x) =— -. Avem P (1) = 0 şi Q (1) = 0; deci, pentru = 
Q(x) (x — 1)? 




















in 


punctul 20. 


funcţii in punctul 3. 


punc- 


1, 


U^ 
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Atunci : 





A 3x—3 4 3 
lim -== lim = = oO 
х 1 (x— 1)* x1 2 — 
Y А x« 1 
ŞI: 
: Зх — 3 ; 3 
jme e а == 00, 
х1 (2 — 1) х1 q 1 
х>1 х`>1 

















Aşadar, funcţia considerată nu are limită în punctul 1. 
Р(х) }т 9 
4) Fie (x) = — = E —. Se observă cá P(3)=0 şi Q(3)0; 
) fe Q(z)  a3—4a$ — 3x + 18 şi 0( ? 
deci, pentru х Æ 3: 
В (2—3) (22 — 2r — 3) х? — 2r — 3 Р(х) 
(2) = E Ie e ap cong 
(x 3) (2° — x — 6) а — 2—6 Q(x) 
Dar: Р, (3) = 0 şi 0, (3) = 0; deci, pentru x £3: ( 
Рх) (2—3) (2+1) x41 
Q(x) (x — 3) (= + 2) г + 2 
Atunci : 
r3 — ба? 3r 9 . r-- 4 
ИШЕ ————— = = lim- = - 
х--3 £ 4r? jr + 18 x3 r4-2 5 


4, Limitele unor funcții in cazul de excepţie 1**. 


1 i 
S-a arătat că lim (1 + y) Y = e; (deci, dacă у, — 0, atunci (1 + y„)n—>e). 
y>0 
Dacă lim z (x) = 0, atunci : 
x> xo 





Într-adevăr, dacă =, > ту, atunci, notind y, = z(z,), avem у, 0, 






deci lim [1 + z (x£) p Se 


х-=хо 


deci (1 + у„)#» — e, adică [1 + 2(z,)] 


* Cazurile 0° şi oc? nu intervin în acest manual. 





ê). 


> 0, 


RECAPITULAREA UNOR LIMITE IMPORTANTE 








De exemplu : 





1 i 
lim (1 +2?) — e, lim (1 + [а 1)Vx—1 = e, 
х0 х1 
- 1 - 
lim (1 — z) * =e etc, 
х0 


Dacă lim и (z) == 1 si limo (x) = со, studiind limita funcţiei [u (х)]?®) 
х-> Хх х= хе 
în punctul zy, constatăm că sintem în cazul 1*. 
In astfel de situaţii se caută să se folosească limita de mai sus. 


Exemplu: 














2x2 
T x1] xil 
r—1 x? z—1)x? 2 x? 2 2 
Run -[1—i:47— = |1 — = [1- == 
a 1 r-r1 z-4-1 q 1 
x--1 
| 20 үл: 2 ) f Dă 3 
Dar, lim [ — | = ё [acoarece lim = o si lim |— | =—, 
X— 00 z-r1j L x>% = + 1 x>% ti) 


( 3 —1 x 
deci lim E = eo = 0. 
X— 90 24-1) 


RECAPITULAREA UNOR LIMITE IMPORTANTE 


1. Polinoame : 





lim P (2) = P (zy) | (zy finit). 


х->хо | 








| A 0 т - x | 
| lim (a,z" 4-а, 3214... + a + а) = a, ( оо)" | 
х-— + 00 





IT. Funcţii rationale : 


lim = - 
| хо Qr) Olo) 





Р(х) Р(х) 








| 
(О (20) 5 0, x, finit). 














| 0, dacă n < т 

| ; 

| ay - T 

| : ant” + d4 4173 4... + atta =, dacám = m 

| lim - 1 : SS TE 

X—oo 00° + bmt” 4... + bir + bo a, = А 

= „(2 09)". dacă n >m 
Di, ; ) 





у 
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YT ERI 2 (Ma > 1 
TIT. Functia putere |! = 
Yz 
| e. П 
| А = ту Jres 
| lim Ve” = ү ze | (zy finit sau + оо). 
х= хо 
[п particular : 
усу, | 
im үх” = оо | 
х— со | 
| liñ 1 1 | 0 = т. 
| IM ә —-w— | (0 << $4 co) 
| xx PU уо 
Б E 1 & | | : m 
lim == = 0 lim = © 
xo ya | x0 Yr" 
IV. Funcţia exponențială е“ 
lim ех = e“ | (ху finit sau infinit). 
2 
In particular : 
hm e = 0 lm € = оо 
x— oo x со 
V. Functii circulare : 
| lim sin z = sin Zo | | lim cos z = cos ty (xo finit). 
х хо | Y Хо 
lim tg a = tg zo | [zo finit, zo + (2k + 1) 5]. 
پد‎ 2 
| hm etg zx = ctg тє ) 
peces | 


VI. Alte limite: 





EXERCIŢII 





EXERCIŢII 


Aplicind definiția limitei unei funcţii într-un punct, să se arate 











: 1 1 . r 1 1 
1. lm-——--—. 2. lim — = — 
Dei 7 муы 0 2 
v 2:5 , 222 + 2 + 5 2 
3. lim == = 4. lim mu e pe 
x-1(z—1)* хоо 3i? 2r + 1 3 
i 5 1 A А5 22 — т + 1 
b. lim == б; lium-————— oo 
x-—wc 43 — x* +1 4 x— o6 ж—— 38 
x qi 3z! 5r 7 e 2х5 + zi 
7. lim T= c0. 8. lim ےج‎ LU cC y 
X—— 00 22 + z+ 1 хь»—‹с 2° — 8 


9. Să se arate că funcţiile: 


f.(2) = sinz; falt) = coss; fa(7)=tgz; f,(2)=ctgz 


nu au limită in punctul оо. 


Aplicind criteriile de la $3, să se calculeze limitele următoare : 
i з ©, 











: ‚ . 1 р 1 \< : 
10. lim zsin —. 11. lim xz [cos | (а > 0). 
x—0 x x—Ü х ] 
^ 1 1 
x^ sin 
. T P 3 Sin" 2 
12. lim ————. 18. lim —,— (x >0, 8 > 0). 
х0 tg х моо zx 
14. lim (2x? + x + 5). 15. lim (z3 + x + 1). 
x—> 00 X——o0 
т 2 17 1 2x24 1 
ET z+ 3 7. lime 
16. lim —— A se 
1 x 1)3 
„Vă At 
18. lime , 19. lim e*. 
× © ×+ 0 
In (x — 1) = Е In (sin x + 2) 
20. him — =, 21. lim- .ل‎ 
x 00 x FIFE xê 


Tinind seama de definiția limitelor laterale ale unei funcții intr-un punct, 


să se arate că: 


x ecce 3 S e 4 
22. Funcţia f(x) = ——- nu are limită in punctul z = — 7. 
а 


са: 
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oa ^ . А 2x оо уела ae 
23. Funcţia f(x) = — nu are limită nici în punctul z = — 1, nici 
г° — 1 
în punctul z = 1. 
24. Funcţia f (x) =- nu are limită in punctul g = 2, 
(x—2)(x*— 6x + 9) 


dar are limită in punctul x = 3. 


1 
25. Funcţia f(x) = e* nu are limită in punctul z = 0). 
26. Funcţia f (x) ——— SUBE ме limită în punctul 2 = 8. 





11575 
+ 5 


Aplicind teoremele asupra operaţiilor cu limite de funcţii, să se calculeze 
limitele următoare : 








27. lim (22 — 52 + 2). 28. lim (223e* — 12 + 5). 
м-»— 3 x-—3 
: 2 — 2 R і FAS hai „\ 
99. lim б 30. lim (22 O SIN 1 ). 
x] 42 ل‎ x 1 x T 
31. lim (x 1) sin? z. 32. lim (28 cos 2 + 7 tg z). 
33. lim (22? + z? + 3z — 8). 34. lim (1 — 2x — 722). 
х-> 90 *-> 99 
35. lim (zt — 5a? + 2a? + 1). 36. lim (22 — z? + 52 + 7). 
х— с X— — 0 
nya > sin 74 A Я tg 3r 
94. Ш. 88. lim = 
x dz x>0 2r 


sin? = 
- А sin 5% > k : 
39; lim, 40. lim (k Æ 0). 


û sin 8x 


x— xU a? 
2 1 cos x А sin 5r sin x 
41, lim —— L, A ил ш = == 
د‎ x-0 x? 
4 я in 5 sin 3x 7 cos 3x — cos c 
43. lim 44. him —— e 
"DINI sin a х0 тё 
ЧР i cos т cos nx : A tg xr — sin x 
45. lim ; 46. lim Sy 
>Ü ra х0 a3 
47. lim Ja? — x + 1. 48. lim (2+ — 32? + 3)V ? 
x>? > | 
49. lim (4 + 322). 50. lim | 22+ +1. 
х-» © X—— 00 





A. 
< 


EXERCIŢII 








bl. lim e&*—«-!, 


xc—32 


53. lim xeté, 


x-> = 


1 
55. lim a(*- 1}? (0 < a < 1). 


х1 


57. lim e* t 5x t1, 


х- 90 


59. lim etx +2, 


X—— o0 
61. lim (0,04)2x* —»?, 
X—— 06 


9:45 





52. lim 10 **! . 
5 
سج‎ — 
1:— 
x (1--ct z 
54. lim l | EA 
x2012-2 x 
1—х 
56. lim e ** 
х- 0 


58, lim axă (д>, 
х- со 


60. lim 


х- 5 


1 1х4 + x? + 9х 
(5) 
62. lim axê * 3 —*1(0 — a < 1). 


x—— 00 


Utilizind indicaţiile din paragraful consacrat cazurilor de excepţie, să 


se calculeze limitele următoare : 


63. lim (25 — 13 2? + 62? + 1). 





X—— 09 
65. lim (329 — 20 27 + x — 19). 
x-——9 
god wes (1 х) (а + 3) 
67. lim — - 
х- со 52? — 2 
- : r—5 
69. lim — 
x--—o 239 — 172? + 1 
> 2 — 60t — T? 
71. lim — —— 
v-»— 00 3r4- 7 
= . 2x4 4+ 33 — 1 
E 
х— 20 54 چ‎ 
Ea 4 -L223*—3 
(ә. lm ——————. 
mpi 295—232 4-2 
AER IT, 3 
7. lim — — |. 
х1 11 — c 1 — 28) 
: r? 1 4 Vx 
79. lim —, : 
xo y a + t— T 
; , VI+ repai 
81. lim a > 5 . 
x zx 


Tu me T ee Е 

64. lim | — — 21 — 32? — 52 + 7) : 
x- 00 | 2 

66. lim (2 + 13 z? — 227). 


х-> —©©] 


68. lim 


х->— o0 z*-Er-4-1 


(2x + 1) (1 — За) 





70. lim 























х o0 1 — 2x 
m . rE 
(2. lim - . 
x—o 9? — 2 
“= : ri — 
(4. lim — ———. 
x50 3х6 -- х3 + 22? 
= : 2% 4 5 
76. lim 
x1 
(8. lim ————. 
v-kéo d 1 
Vi 2—1 
80. lim ——— —— 
x— 0 r 
„Va par z2—Yy9 — 2x + a 
82. lim —— ЕЕЕ 
Eb a? 3r + 2 


Ум 











ce . 1 r— |1 4 22 
88. lim — == 
7 yi t— 1 
x4 4-2 —1 
S5, lima ES (0-« асе 1) 86. 
X со 
X 1)* T 
87. lim | — A 88. 
x>œ |T 1 ] 
a nus BELE 
89. lim [= -) 5 90. 
x>% (2r + 1] 
S (х 1'x? 
91. Tin | ADT 92 
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84. lim e, 


© خر 


lim 


x 


ر 


1 Vox 
E LE gA рак 
lim aed Ex 
x51 2 rj 


; 2r--1)* 
lim | | i 
2r—1 


x oo 

xr? ==1 \х4 
lim ноа ي‎ 
x>% z* J 








CAPITOLUL VIII 


FUNCȚII CONTINUE 


$1. DEFINIȚIA CONTINUITĂȚII 


În limbajul obişnuit, a spune că o linie curbă este continud înseamnă 
a spune cá ea nu are întreruperi. Dacă într-un punct curba se întrerupe, 
spunem că în acest punct ea nu este continuă sau că este discontinuă. 

În particular, curba poate fi graficu) unei funcții. Se pune atunci pro- 
blema să vedem la ce revine pentru funcţie această proprietate intuitivă 
de „continuitate“ a graficului său. Pentru aceasta, să considerăm mai intii 
un exemplu simplu. 

Fie f funclia definită pe intervalul m 











[0,3] in felul urmátor : 
2 E 
da Шапа ОЕ | 
f (а) E, dacă ас 7 
2.. dacă $—2; 
| dacă 2 Dx д | | 
| Es 2 
Graficul acestei funcţii este trasat in 2 2 3 
figura 89. 
Observăm că acest grafic se între- Fig. 83 


rupe în dreptul absciselor 1 $i 2 din 


domeniul de definitie al funcției. Sá considerăm punctul P|—,; |]. In acest 
3 | 


la 
punct, curba nu se întrerupe, este continuă. Să calculăm limita funcției in 


hl. fa md > ER ; i : 
punctul —. În jurul punctului (pentru 0 < x < 1) avem f(x) = 2z, deci 
^ 


t 


lim f (z) = lim 2x = 1. 
| | 


х Xx 


уе, 
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vs TX SES Lo А 1 
Din definiția funcției f se observă că valoarea sa în punctul — este de 
2 ео 


asemenea 1, |) = Die а, a 
pl 


Aşadar, funcția are limită în punctul — gi limita este egală cu valoarea 


w | 


functiei în acest punct : 


rds. = (5) r 


x 


Altlel spus, pentru a calcula limita funcţiei in punctul —, putem înlocui 
3 2 


în expresia funcţiei pe z cu 
+ 


$^. Dacă luăm alt punct de pe grafic, de abscisá ду, în care curba nu se în- 
trerupe (este continuă), va rezulta în mod analog că funcția are limită în 
punctul ту $i limita este egală cu valoarea funcţiei în acest punct: 


lim f (x) = f (2). 


x—X0 


j= 


Altfel spus, dacă într-un punct de abscisă zy graficul nu se întrerupe, 
atunci limita funcției în punctul zy se obţine înlocuind direct în expresia func- 
Hei pe z cu To: 

Să vedem ce se întimplă în punctul de abscisă 1, în care curba se între- 
rupe. Se observă că limita la stinga este f (1 —0) = 2, iar limita la dreapta 
este f(1 + 0) = 1. Într-adevăr: 


f (1 —0) = lim f (z) = lim 2z = 2; 
xl 


3 


x1 
x«l 
f (4 +0) = lim f (x) = lim 1 1. 
x- | xl 
x1 
Așadar, f (1 — 0) = f (1 + 0), deci funcţia nu are limită în punctul 1. pu 
In punctul de abscisá 2, în care curba de asemenea se intrerupe, limitele 
la stinga și la dreapta sint egale, f (2 — 0) = 1, f (2 + 0) = 1, deci funcția 


are limita 1 în punctul 2: j 


im f= 1, 


Observăm însă cá f (2) = 2, deci limita în punctul 2 există, dar este di- s 
ferită de valoarea f (2) a funcţiei în acest punct. 

Aşadar, pentru ca graficul să fie continuu într-un punct de abscisá z, 
nu este suficientă numai existența limitei funcției în punctul z); în plus, această 
limită trebuie să fie egală cu valoarea funcţiei în punctul xy. 

Consideratiüle de mai sus conduc la următoarea 





de 


теа 


сш) 


ipe, 
inc- 


tre- 
ipta 


tele 


ctia 
5 


' di- 


Lar 


astă 
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Definiție. Se spune că o funcţie f definită pe un interval / este 
continuă într-un punct х, e I dacă funcţia are limită în punctul 2, $i dacă 
această limită este egală cu f (ovy): 

lim f (ж) = f (25). 
х хо 

Intuitiv, aceasta înseamnă că, dacă x este din ce іп ce mai apropiat de x, f (x) este de 
asemenea din ce in ce mai apropiat de f (79), şi anume, putem realiza ca f (x) să fie atit cit dorim 
de apropiat (vecin) de f(z,), dacă x este suficient de apropiat (vecin) de x. Această observaţie 
sugerează o formulare în limbaj de ve- 
cinátáli a definiției de mai sus. 

Funcţia f este continuă în xg dacă 
pentru fiecare vecinătate U a lui f(x) se 
poale găsi o vecinătate V a lui xg, astfel 
incit orice punct x din vecinătatea V a 
lui xy să aibă imaginea f(x) în vecină- 


lalea U a lui f(x) (v. fig. 84). 

Tinind seama de definitia 
limitei unei functii intr-un punct 
(v. capitolul VII, $ 2), egalitatea 
lim f (2) = f (o) înseamnă cá, 


×+ хо 
oricare ar fi şirul z, — Zo (2, € I, Fig. 84 
La F toh, avem f(x) > [f(x 
Dar, deoarece f (xo) este limita șirului (f (2,)), o parte din termenii f (2,) 


(sau chiar toti) pot fi egali cu limita f (x9), ceea ce inseamnă cá o parte din 








termenii z, (sau chiar toti) pot fi egali cu zy, astfel încit restricția 2, x, 
din definiția limitei unei funcţii in Tọ este de prisos în cazul cind această 
limită este f (29). 

Am obtinut astfel următoarea 

Teoremă. 0 funcţie f definită pe un interval I este continuă într-un 
punct z, & I dacă, si numai dacă, oricare ar fi şirul 2, > To (x, € 1), avem 
f (24) ^ f (жу). 

Dacá functia f nu este continuá intr-un punct a din domeniul ei de de- 
finitie I, se spune cá este discontinuă in punctul a. După cum rezultă şi din 
exemplul de mai sus, o funcţie f este discontinuă în a fie in cazul cînd funcţia 
nu are limită în a, fie în cazul cînd, desi funcţia f are limită in a, limita 
este diferită de valoarea f (а) a funcţiei in acest punct. 

Observaţie importantă. Pentru a stabili dacă o funcţie este continuă sau 
discontinuă într-un punct ту, trebuie să comparăm limita funcției în punctul ш, 
cu valoarea f (x£) a funcției in acest punct. Pentru aceasta, trebuie ca f să 
fie definită in zy, adică punctul xy să aparțină domeniului de definiţie al 
funcţiei f. 
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În punelele în care funcția nu este definită, nu are sens să se pună pro- 


blema continuității sau a discontinuități. 


Astfel, funcţia f(x) tg x nu este definilă în punctul a , asa incit nu trebuie 
ә 

spus пісі că este continuă, nici că este discontinuă în punctul , problema continuității sau 
9 


discontinuitàlii în acest punct nu are sens. 


Pentru functia f(x) log, x nu are sens să se spună că este discontinuă în punctul 0 sau 





în punctul 3, deoarece nu este definită in aceste puncte. 
1 Р(х) А e 
De asemenea, dacă f(x) = ———- este raportul a două funcţii P si Q si dacă х, este 
| k Ў Ў 0 
Q(x) 
м 





асіпа a numitorului О(х„) = 0, funcţia nu este definită in x 


tj. deci nu are sens să se pună 


problema continuității sau a discontinuităţii in acest punct, chiar dacă funcţia are limită în Tg. 


sin x 
De exemplu, funcţia f(x) — — nu este definită in punctul 0, deoarece numitorul se 
т 
Уеб Р , DAN d 4 sin т 7 
anulează în acest punct. Funcţia аге, însă, limită în punctul 0, lim-— — = 1. Totuși, nu 
Ü r 





vom spune funcţia este discontinuă în punctul 0. 

Observaţie. Noliunea precisă de continuitate a funcţiilor a fost dedusă din noţiunea intui- 
tivă de neintrerupere a curbelor, dar aceste două noțiuni nu sint în totul echivalente. Astfel, 
graficul funcţiei tg x se întrerupe în dreptul punctului › dar nu spunem cá tg х este disconti- 

ай 
nuă în (deoarece 1 


pA 





este definită în acest punct). 

Pe de altă parte, există unele funcţii cărora nu le putem trasa graficul, dar le putem aplica 
definiţia continuității, astfel încit in acest caz nu mai putem compara noțiunea de continuitate 
a funcliei cu cea de neintrerupere a graficului. De exemplu, funcţia 
b [+ pentru zr irațional 
f(x) 


lo pentru x rațional 


este continuă în 0 (deoarece) lim f (2) = 0 si f(0) (0), dar nu-i putem trasa graficul, ca să 


putem constata că nu se intrerupe în origine. 

Definiţie. Se spune cá o funcţie este continuă pe un interval 7, 
dacă este continuă în fiecare punet din /. 

Din consideraţiile de mai sus rezultă că, pentru ca o funcţie să fie con- 
tinuă pe un interval 7, trebuie ca acest interval să fie conţinut în domeniul 
de definiţie al funcţiei. 

Dacă o func tie este continuă pe tot domeniul ei de definiție, se spune 

mai simplu că este continuă (fără altă specificaţie asupra mulţimii pe 
care este continuă). 


Funcțiile elementare sint continue. Într-adevăr (v. cap. VII. 82, $3 


1) Dacă P (x) este un polinom, avem lim P (x) = P (zo). 


x> х0 








T'O- 


эше 


sau 


sau 


nu 
tui- 
fel, 


nti- 


lica 
late 


і 54 


\П- 
iul 


ne 


pe 


un 


FUNCŢII 


CONTINUE 








« v PA P(x) E š : p 
2) Dacă f(x) = —— este o funcție rațională 
QU) 
0 P(r) PE 
lim —— = ——. 
x-xo Q(T) Q(z$) 
3) Dacă xz, —0, avem lim z^ = zi; dacă 
х= xo 
limat = 0? —:0. 
x>0 
. A m 1 
In particular, luind x = —» deducem: 
n 
lo dyp—- dm ue 
lim y z" = yag (x9 > 0) 
xx) 
4) lim = ао (а — 0). 
ج‎ ×0 
5) lim sin z = sin cy. 
х= хо 
6) lim cos x COS To 
x—> xo 
7) Pentru cos 2, Æ 0, lim tg z = tg zy 
8) Pentru sin х, = 0, lim etg x = ctg 20. 
х-> Xp 


Așadar, polinoamele, functiile rationale, funcţia putere, [uncţia exponen- 


si dacă 0 | 


X 


tialá şi funcţiile circulare sint funcţii continue (ре tot domeniul lo 


=0 5 


] 


r de definitie). 


Se va arăta mai departe că şi celelalte funcții elementare — 


logaritmică şi funcţiile circulare inverse — sint d 


e 


asemenea 


$2. OPERATII CU FUNCȚII CONTINUE 


Deoarece definiția continuitátii este bazată pe limite de funcţii, o 


1. Operatii algebrice 


Теогет й. Dacă f si e sînt două funcții continue pe un interval 


f 1 Li 


functia 


continue. 


4 
i 


este continuă pe domeniul său de definiţie (format din toate punctele 
în care р (z) #0). 


о 


atunci funcțiile f + g, f — z, fg, af (x număr real) sînt continue pe /, 


de proprietáti ale limitelor de functii se regásesc la functiile continue. 


y 


serie 


M 
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Fie т, € I un punct oarecare; f si g, fiind continue pe Z, sint in par- 
ticular continue in zy. Deci: 


lim f(z) = f (zo) şi limg (z7) = g(t). 


x¬ X0 x<0 


Din proprietăţile operaţiilor cu limite de funcţii (v. cap. VII, $5) se 


deduce : 


lim [f (x) + g (z)] = lim f (x) + lim g (2) = f (29) + £ (Zo), 
х->» хо хх хх 
deci f + g este continuă in zy. Deoarece z, a fost ales arbitrar in Т, rezultă 
cá f + а este continuă pe tot intervalul Z. 
La fel se demonstrează si continuitatea funcțiilor f — g, fe, «f, — 
g 
Din aproape in aproape, se deduce cá suma sau produsul mai multor 
funcţii continue este de asemenea o functie continuă. 


Exemple : 


1) f(x) = ех + cos x + (2a? + 3) este continuă pe R, ca sumă a trei funcţii contin 
> ue, 





ех, cos x şi polinomul 2a? + 3. 





2) f(x) = [хах sin x este continuă pe [0, co), ca produs a trei funcţii continue ре [0,00). 
: 1 ; S u 
3) f(z) = — este continuă pe А — {0} ca fiind citul — a două funcții continue — funcţia 
x р 
constantă u(x) = 1 şi funcția identică v(x) = 2, 
Fa 4-4 "rr e 
4) f(x) — ү: este continuă pe [0,00) — {1} deoarece este citul a două funcţii 
z—1 


continue pe [0, co), iar numitorul se anulează în punctul 1. 


2. Continuitatea funcțiilor compuse 


Teoremă. Orice funcţie obţinută prin compunerea a două funcţii 
continue este continuă. 

Fie f (x) = Ф (u ( 2)) o funcţie compusă definită pe un interval 7. Funcţia 
u (x) este definită tot pentru z € I, iar funcția о (u) este definită pe un in- 
terval J, care contine toate valorile u (2), (x € Л). 

Fie z un punct varecare din /. Să arătăm că f este continuă in zy. Pentru 
aceasta, să alegem un şir oarecare (z,) de puncte din J, convergent către za: 


Tn — Lo 
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Funcţia u (x) fiind continuă in zy, avem u (2,) — u (x£); dar ọ (u) este con- 


ar- А . Р ~ 1 
tinuá in punctul uo = и (20). Dacă notăm и, = и (2,), avem и, > пу, deci 
9 (u,)— Ф (up), adică Ф (u (x,)) — ọ (u (z9)) sau 
f (2) — f (ту). 
86 Deoarece şirul (z,) a fost arbitrar, rezultă са: 
у YET (O, 
X> Xy 
adică f este continuă în z Punctul =, fiind de asemenea arbitrar in 7, rezultă 
lé că f este continuă pe J. 

Exemple: 

1) f(x) | а5 — 1 este continuă pentru х > 1, fiind funcţia compusă a funcțiilor con- 
tor tinue qu) = Vu şi uz) = a9? — 1, i 

2) f(x) = sin (3a? — 5) este continuă pe R, deoarece funcțiile ф(и) sin u si u(x) = 

3a? — 5 sint continue pe R. 
3) f(x) = e5x3—2 este continuă ре R, deoarece q(u) = е“ si u(x) = 52? — 2 sint conti- 
nue pe R. 
nue, 4) f(x) = sin (sin x + Vz) este continuă ре [0, со). 
00). ЕАО a RE ren. 

3. Continuitatea funetiilor inverse 
ctia 

Teoremă. Funcţia inversă a unei funetii continue este o funetie 

continuă. 
1ctii 

Deoarece demonstratia acestei teoreme depáseste cadrul manualului, 

dám următoarea justificare geometrică : s-a arătat (v. cap. VI) că, dacă 

f şi 9 sînt două funcţii inverse una alteia, graficele lor sint simetrice față de 

prima bisectoare. Dacă f este continuă, graficul său nu se întrerupe în nici 

un punct. Urmează că nici graficul funcţiei o, obţinut din cel al funcției f, 

prin simetrie faţă de prima bisectoare, nu se întrerupe in nici un punct si, 
etii deci, şi funcţia e este continuă. 

Din această teoremă se deduce că funcția logaritmică si functiile circulare 
tia inverse sînt continue pe tot domeniul lor de definiţie, deoarece sint inversele 
in- unor funcţii continue. Putem, deci, scrie: 

1) lim In z = În Fo; dacă 2 >0; 
med A 
ru 2) lim arcsin z = arcsin z;, dacă —1 « 29 «1; 

у: xxo 
3) lim arccos z = arccos х0, dacă —1 < 2, «1; 


x> xo 
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4) lim arctg = = arctg zy, oricare ar fi zy € R; 
X720 
5) lim агссіо x = arectg rg, oricare ar fi 2, € R. 


XX 


Observaţie. Din cele două teoreme precedente rezultă că orice functie 


elementară (v. cap. VI, $3, obs. 2) este continuă pe domeniul ei de definiţie. 


$3. FUNCȚII CONTINUE CARE AU VALORI DE SEMNE CONTRARE 
LA EXTREMITĂȚILE UNUI INTERVAL 


Teoremă. Dacă f este o funcție continuă pe un interval [a, b] şi dacă 
are valori de semne contrare la extremităţile intervalului, atunci funcția f 
ia valoarea 0 cel puţin într-un punct cuprins între a şi b. 


Justificarea geometrică a acestei teoreme este următoarea. 
Dacă, de exemplu, f (a) < 0 şi f (b) >0, o extremitate a graficului func- 
tiei se află sub axa Oz si cealaltă extremitate se află deasupra axei Oz (fig. 85). 


Deoarece graficul unei funcţii continue nu se întrerupe, el trebuie să traverseze 


axa Oz cel puţin într-un punct. In astfel de puncte, funcţia are valoarea 0. 





LS 











2 Е > 5 y - . 1 
În figura 85, graficul traversează аха Uz în trei puncte ej, 0, 63: În 
aceste puncte avem f (e1) = f (es) f (e) 0. Se atrage atentia cá această 


justificare geometrică nu constituie o demonstraţie. 
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Pentru a demonstra teorema să Impărțim intervalul [a, b] în două intervale de lungime 





s ^ a+b E. 
egalà ( 6), prin punctu — — + Pentru a face o alegere, să presupunem cá f(a) < 0 si f(b) > 0. 
ә 


Dacă la mijlocul intervalului funcția se anuleaz 





teorema este demonstrată. În caz con- 
trar, notăm cu [a,, бу] pe acela dintre cele două intervale la extremităţile căruia funcţia 
are valori de semne contrare : f(a,) < 0, f(b,) > 0. 














Fig. 86 


Impártim din nou intervalul [ay 5,] în două părţi egale, prin punctul de diviziune 
a, + b, 








Dacă în acest punct funcţia se ă, teorema este demonstrată. În caz con- 
9 


trar, notăm си [a,, b] pe acela dintre cele două intervale, la extremitățile căruia funcţia are 


valori de semne contrare: f(a,) < 0. Să observăm că, dacă notăm cu / lungimea 





7 : UR Жы l 
intervalului [a, b], (1 b — a), atunci b,—a, - Şi 5, س‎ а, = 
2 902 


Procedind astfel, fie cá găsim, după un număr finit de operaţii de diviziune, un punct 
în care funcţia f se anulează si, in acest caz, teorema este demonstrată, fie cá nu găsim nici un 
astfel de punct. In al doilea caz, obținem un sir de intervale : 

r Hh h —— 
[а bi] D [a5 55] J... D 14, 5,1 D- 
la extremităţile cărora funcţia are valori de semne contrare: 


f(a) < 0, Ка,) < 0,..., (а) < 0 
f(b) > 0, f(D > 0,.., fb) > 0 


Sirul extremităților din stinga ale intervalelor este crescător, iar şirul extremitátilor din dreapta 


este descrescător: 





S d, X D. Sb, și 6, — dap = . 


Sirul (a5) este crescător şi mărginit de 5,, deci (v. cap. III, $ 2) are limită: lim а, = е. 
n oo 


10—968 
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Atunci : 


deci 





b; lim lim а, = 0 ez e, 


Cele două şiruri (a,) și (5;) au aceeași limită, cela, b]. Funcţia f este continuă in c, deci, di 





oarece a, — c si b, — c, deducem: Га) — f(e) si fba) — fte). Dar, flan) 0, deci (v. cap. 
111. $ 3) si limita este negativă: (e) 0; f(b,) 0, deci si limita este pozitivă: f(c) > 0. 
Din aceste două inegalităţi rezultă că f(c) 0 si teorema este demonstrată, 
Exemple 
1) Fie ecuaţia sin v == 0. Funcția f(x) = sin este continuă pe R si f | = : | = — 1, 
9 
т | = i А 5 E A T : 
iar f| 1. Ecuația are cel puţin o soluţie cuprinsă intre 1 si 1. (Se stie că ecualia art 
=E 
o singură soluţie între 1 și 1, anume х 0.) 
2) Fie ecuaţia 25 ә 2 0. Funcţia f(x) r^ Зл" 2 este continuă ре R, 
fiind un polinom. Avem f(0) 2 si f(1) 2, deci ecuaţia are cel puţin o rădăcină între 0 si 1 





Consecință. Dacă o funcție nu se anulează pe un interval I, pe care este 


contiunud, ea păstrează acelaşi semn pe intervalul 1. 

Această consecinţă permite uneori să stabilim intervalele pe care o functie 
continuă păstrează același semn. 

Fie f o funcție continud pe un interval 7. Să presupunem că functia se 
anulează într-un număr finit de puncte din /, pe care să le seriem în ordine 


crescătoare : 
їз May Wgy se ЭД, 32554 


In fiecare interval (2;, ж) funcția nu se mai anulează, deci păstreaz: 
acelaşi semn pe acest interval. 

La stinga lui х, functia nu se mai anulează, deci la stinga lui 2, funcţia 
păstrează acelaşi semn. 

De asemenea, la dreapta lui r,, funcţia păstrează acelaşi semn. 

Pentru a stabili, de exemplu, ce semn au toate valorile funcţiei in inter- 
valul (x; тү), este suficient să stabilim semnul valorii funcției într-un 
singur punct din (т; Ж). 


marin) 
kxvemptt 


1) Fie f (x) 222 3a 2 definită pe R. Funcția se anulează în punctele — si 2. 
э 
1 5 ` A 1 | 1 
Intervalele pe care funcția păstrează acelaşi semn sint : 0, — |-| 356105369, 00K 
9 ) 


Peniru a stabili semnul functi luăm 





valoarea sa in cite un punct din fiecare interval. Astfel 











are 


clie 


une 


f— 1) 3, deci în primul interval funclia este strict negativă; f (0) 2, deci in al doilea 
interval functia este strict pozitivă; f (3) - 7, deci in al treilea interval functia este stricl 
negalivà 


Aceste rezultate le trecem într-un tablou $ 


f (x) 0 0 


Am găsit astfel un rezultat pe care-l putem obține si cu regula semnului trinomului 


2) Fie f (a) : — definită pe R 10, Li. 


re se anulează numárátorul sint 1 si 2, iar cele in care se anulează numitorul sint 





mnul functiei se obtine studiind semnul numărătorului si al numitorului. Formám 


tablou : 





Pentru stabilirea semnului numă se pot considera valorile functiei т? ja 2 
in punctele 0 ‚ 3, iar pentru stabilirea semnului numitorului, se pot considera valorile 
3 
? ? 1 
funcției 2" r in punctele 2, $E 
е 
` ү? 3r + 2 А R 
să observăm că funcția are același semn în punctele în care este definită 
r? L 
ca si funcția (x? 3a 2) (x? r) care se anulează in punctele 1, 0, 1, 2. Putem forma, 
teci, dintr-o dată următorul tablou ; 
t 00 1 0 і 2 20 
f (x) í ) 


EXERCIŢII 


Aplicind direct definiția continuității într-un punct şi pe un interval, 
să se arate că următoarele funcţii sint continue (precizind si intervalele in 


care sint continue). 








148 CAPITOLUL VIII. FUNCŢII CONTINUE 








Să se studieze continuitatea funcţiilor următoare : 


| 


pentru xv 4-2; 


^ 


r—2 


= T E 
. z? pentru OK ZT «2; 
5. f (z) | Ep 
у | 24-2, pentru 2 < x < 5. 
_ 4 
T a pentru z 5 0; 
6. f (z) e z, pentru 25 f 
0, pentru z = 0. 
АШЕР { 3z, pentru 0О< z « 1. 
de | (T) Е 
A pentru 1 < x < + co. 
| 22° + 1, pentru —2 < T < 2; 
8. f (z) = | 1, pentru 2 = 2 
| 5z — 1, pentru 2< т< +оо. 
2 
——, pentru 25 — 1; 
9. f (1 zy 
| 
5, pentru z = — 1. 
1 
р 9 pentru zÆ 1; 
10. f (x p Qe 


11. ] (x) 
a (finit) pentru х= 2. 


) 

\ 

] 
5 AES е“, pentru z < 0; 
КӘ, [ (T) — 
| 


x - x, pentru v > 0. 


| 


| 1 

| a, pentru z = 1. 
4 

15. 09 = | 1, pentru z Eee; 

| 0, pentru z irațional. 


Aplicînd rezultatele din $3, să se studieze semnul următoarelor funcţii : 





14. f (2) =: 10 22 + 9. 15. f (x) pa —394—2. 

16. fila a 5t ee 1). 17. f(x) = sin z — cos z definită 
| \T) T а 
x(x + 3) pe (Û, 2r 








CAPITOLUL 


DERIVATE 


IX 


$1. PROBLEME CARE CONDUC LA NOȚIUNEA DE DERIVATĂ 


1. Viteza unui mobil în mișcare rectilinie 


Să considerăm un mobil M care se mişcă rectiliniu și uniform. Aceasta 
înseamnă că traiectoria sa este o dreaptă şi că el parcurge spaţii egale în 
intervale de timp egale (spaţiul este proporţional cu timpul în care a fost 
parcurs). 

Viteza v a mobilului se poate obţine másurind spaţiul s parcurs într-un 
număr é de unităţi de timp şi formind raportul u = E In fiecare moment, 
mobilul are aceeaşi viteză, v. 

Să presupunem acum că mobilul M se mişcă rectiliniu în acelaşi sens 
şi neuniform — adică în intervale de timp egale parcurge spaţii neegale 
(spațiul nu este proportional cu timpul in care a fost parcurs). Alegind ca 
unitate de timp, de exemplu, secunda, într-o secundă mobilul parcurge spä- 


tiul s', în altă secundă spaţiul s" ş.a.m.d. Nu mai putem afirma că viteza 
este spațiul parcurs în unitatea de timp, deoarece, în general, s' si s” sint 
diferite. Ce se înțelege in acest caz prin viteza mobilului la un anumit 
momen 


Pentru a lămuri mai bine modul în care se pune această problemă, să 


alegem un exemplu simplu : căderea corpului în vid. Din fizică se știe că 
distanța s (t) (măsurată în metri) parcursă de mobilul M în primele t secunde 
este dată de egalitatea s (1) - gt, unde gaz 9,81 m/s. Astfel, după 
= | 
| - 3 E ETE ER 1 Yum : 3 
i, = 1 secundă mobilul parcurge distanţa s (1) g metri, după tl, = 2 se- 
^ 2 


cunde parcurge distanta s(2) — 2g metri etc. ln a doua secundá, mobilul 
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a parcurs distanța s (2) — s (1) g metri, diferită de distanța — g metre 


parcursă în prima secundă. 


Distanţa parcursă între două momente tọ si 444 este s(f,)— s (Ij) 
t 33 p^ A ză к 
gt gl. Diferența tı — tọ se numeşte, in mod obişnuit, creşterea 
ә ә 
timpului de la t la t, ; iar distanţa s (£4) — s (tọ) se numeşte creșterea spațiului, 
corespunzătoare creșterii timpului t, i5. 
Dacă facem raportul dintre creşterea spaţiului, s (t; ) s (tọ), și creşterea 
(латї, ti lo, obţinem : 
s (11) — s (lo) і 8—6 1 
01 1 0 3 К 1 u g (2, to) 
[4 la 2^ ly 2 


Numărul obţinut il putem considera ca o viteză medie a mobilului in 


intervalul de timp dintre £j şi /,, în sensul cá, dacă un alt mobil s-ar mișca 
rectiliniu si uniform cu viteza v,, el ar parcurge în intervalul de timp dintre 


ip 51 1; aceeaşi distanţă ca şi mobilul initial. Într-adevăr: 


s (4) — s (f, 
و‎ nE 0 (t to) E (43) od (to). 
4 la 


In intervalul de timp dintre tọ şi alt moment, /,, viteza medie este: 


In general, viteza medie în intervalul de timp dintre /, si un moment 


oarecare ! este 


u (t) ET жы g (t4 to). 


Pentru ca această viteză medie să exprime cu o aproximaţie cit mai 
bună ceea ce noi înţelegem intuitiv prin viteza pe care o are mobilul in mo- 
mentul 1, trebuie să luăm intervalele de timp din ce іп ce mai mici, adică 
trebuie ca t să fie din ce in ce mai apropiat de tọ Sintem astfel conduşi să 
caleulám limita acestei viteze medii cind creşterea timpului, t — ty, tinde 


către zero sau, ceea ce este acelaşi lucru, cind t tinde către tọ. Obtinem astfel : 


s (1) s (14) 1 
lim 
it 1 1 و‎ 2 


0 ) t 0 





rea 


UL, 


in 
са 


tre 


9-3 


ni 


ial 
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Această limită se ia, prin definiție, ca viteza o (tọ) a mobilului in mo- 


mentul ty: 


2. Tangenta la o curbă 


Să considerăm o funcţie definită pe un interval / şi graficul său (С) 
(fig. 87). Să luăm două puncte Molto, f(70)) și М (2, f (x)) pe (C), şi să le 
unim printr-o dreaptă. Obtinem secanta MM care formează cu axa Oa 
un unghi x. Paralela prin M 
la Оу întilneşte paralela prin ly 
М, la Oz în punctul N. S-a 
format triunghiul dreptunghic 
МҮМ, care are catetele 











| 
| 
NM, = 2 — ж g MN F(x)- 
f(z) — f(z,). Unghiul « este r 
dat de egalitatea : 
f f 
TAS f(a) fx) 
x To fa) = 
Dacă luăm alt punct JM'(z', 
Sm 7 х | 
f(z')), secanta MM" formează 
Ы , | | 
cu axa Ох unghiul «' dat de | | 
: | 
egalitatea Bal ш: tl Е = TE РЕЯ 
0| t. ae T 
, (а) (ху) i 
0 х = Í (to Fig. 87 
y To 


Se vede că, pentru valori ale lui x diferite, obţinem unghiuri x diferite. 
Unghiul о este, deci, funcție (depinde) de =. Ce se intimplă dacă luăm pe a 
din се în ce mai apropiat de z,? Unghiul х se apropie şi el din ce în ce mai 
mult de o valoare ay? Sau, cu alte cuvinte, secanta Mj,TM se apropie, ca 
poziţie, din ce în ce mai mult de o poziţie limită MoT (fig. 87)? Sintem, deci, 


condusi si în acest caz să considerăm limita 


lim f(x) — 20) 
‚о 1 to 


În cazul cind această limită există, ea este coeficientul unghiular tg о al 


unei drepte MT, care este, prin definiţie, tangenta la curba (C) în punctul М. 
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$ 2. DERIVATA 


1. Definitia derivatei 


Cele douá exemple de mai sus, unul din fizicá, altul din geometrie, ca 


› = TAN + Дз) e DN x 
de altfel si alte exemple, conduc la studiul limitei raportului ASE in 
: pie, I 


х — Ty 
punctul 7y. Dată fiind importanţa limitei acestui raport, în analiza mate- 


matică ea este studiată, în general, independent de problema din care a 
provenit. 
Fie f o funcţie definită pe un interval I și z un punct din 7. Pentru 
fiecare punct т € I să considerăm raportul 
В(х) = f(x) — fixo) 


X — To 


R (x) este o funcție definită pentru orice z din intervalul 7, cu excepţia lui 
ту, unde numitorul (са şi numărătorul) se anulează. Desi funcţia R nu este 
definită in zy, se poate pune problema cercetării limitei sale in ry, deoarece 
există puncte din J oricit de apropiate de 2. 
Definiţie. Se spune cá funcţia f este derivabilă în punctul т, dacă 

limita 

; (т) — f(a 

lim - 9 — fe». 

XX 1 — To 


există şi este finită. 


Limita însăşi se numeşte derivata funetiei f în punctul 7, si se notează 





f'(z,) = lim xu = ro) 


x--X9 X — To 


- 


Se obișnuiește de asemenea să se noteze derivata /'(rj cu D(z,) 
df(xg) 
ич), 


BC 
dx 
Diferența х — r, se numeşte adesea creșterea argumentului de la х, la x, iar diferența 
f(x) — f(xy) se numește atunci creșterea funcției, corespunzătoare creșterii x — ху a argumen- 
TS | 3 f(a) — [(х,) ; dee. 
tului. Funcţia R(x) = —— —————- este, așadar, raportul dintre creșterea funcţiei gi creg- 
z— Xy 
terea argumentului. Se poate, deci, spune cá: 
А j e . Қа) — К) .. ЛР 
Derivata [(5,) este limita raportului —— — —— — dintre creșterea funcției şi creșterea 
: х— F 
0 


argumentului, cînd creșterea argumentului tinde către 0. 
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Să considerăm graficul funcţiei f (fig. 87) si să presupunem că f este 
derivabilă in zy. Din consideratiile de la nr. 2 din paragraful precedent re- 
zultă că derivata f'(r,), dacă există, este coeficientul unghiular m = tg x 
al tangentei la grafic în punctul M, (Zo, f (z;)). Aşadar, interpretarea geo- 
metrică a derivatei este următoarea : 

Dacă există derivata f (o), atunci graficul are tangentă în punctul (xs, f(2,)), 
iar f'(zg) este coeficientul unghiular al acestei tangente. 








ca Exemplu : Fie funcția f(x) = x? definită pe R. Graficul său este о parabolă (fig. 88). 
^ ei 1 х " 
in Să cercelăm dacă această funcţie este derivabilă in punctul —. Pentru aceasta să formăm 
ә 
te- (1 1 
fix) f| = | za 
a 2 4 1 
raportul R(x): — = : exp. 
1 1 2 
T x—- 
ru 2 2 
1 1 ox cust 
Acest raport are limită finită in punctul 5 deci f este derivabilă în Gn Us a 
1 
f(x) — r| — | 
2 i 1) 
x = lim —— — — — = lim (= LE =) = 1, 
lui f 1 і 2) 
x т — — хә 
te ы 2 2 
ce MEL : hd 1 : -€ Я А 
Graficul funcției аге tangentă în punctul | — » — | şi coeficientul său unghiular este 1, 
2 4 
са deci unghiul format de tangentă cu аха Ох este — 
4 
| Definiție. Se spune că 4, 
о funcţie f este derivabilă ре un 
interval / dacă este derivabilă în 
orice punet din Z. 
ză 


Evident, pentru ca f să fie 
derivabilă pe I este necesar, in 
primul гіпа, ca J să fie conținut 

5) in domeniul de definiție al lui f: 
0 А seci pe 

Dacă f este derivabilă pe tot 

domeniul sáu de definiţie, se 











T spune, mai simplu, cá f este 
n- derivabilă (fără altă specificaţie). 
ы Dacă fiecărui punct х € 7 
facem să-i corespundă numărul 
da . i NC TT а df » 
» f'(x), se obţine o funcţie definită pe /, care se notează f’ [sau Df, sau ȘI 


dr 


care se numește funcția derivată a funcției f (sau, mai simplu, derivata lui f). 






























Trebuie să se facă deosebire între derivata functiei f în punctul ху, care 





b 
este un număr, f'(xq), şi derivata funcției f, care este o functie, f'. Derivata 
funcţiei f în punctul zy, f'(z,), este valoarea funcţiei f’ în punctul x4; se 
serje uneori: 


Să aplicăm definiția derivatei pentru calculul derivatelor unor funcţii 
elementare. 


1) Functia constantă f(2) == e este derivabilă si derivala sa este f c) 0. 


Se scrie; 


Într-adevăr, să luăm un punct oarecare x şi să formám raportul 





R (x) a uu cum. 


А A! ; s f(a) f(x, "s 
Rezultă f'(j)z lm -—————— 0. Deoarece 2, a lost ales arbitrar, dedu- 


| V9) 
XXi 1 To 


cem că derivata funcției constante este 0, în orice punct ж Є R, adică 
Astfel. dacă f(x) 5, avem f'(x) D, sau 5 0; dacă f(x) 3, avem 


2) Funcţia identică f | p) == esie derivabilă S1 derivata sa este f(z) 1. 


Se scrie: 


Într-adevăr, tie zy, un punct oarecare. Raportul R(x) este in acest caz 





f(x) — f(9) X — d 
= = | 
1 To 1 у 
ú ر‎ f(x) f(x) a 2 A 
Rezultă : f (4g) = lim ————— |. Prin urmare f (x) |. oricare ar 
XX 1 о 
П x eR. 
Astfel, (x), 1 (x) 1 etc 
) Functia f(a) sin x este derivabilă si derivata sa este f'(x) = cos £. 
| [| y | 


Se Serie ; 


(sin z) = cos т 


Ü \ 
i sin 2—29 
M 1 f(x) їх. А А l t 
f (23) lim — e == lim— - * lim cos- 9 
L— Xo y — 4$ X 0 i Un эхо 2 
ر‎ 
T. T 
= Í + cos < = — COS Io. 
Deoarece 2, este arbitrar, rezultă că f'(x) cos 2, oricare ar fi z. 
Astiel: f0) (sin x) ‚ = cos 0 1; (sin x) cos i 0 etc 
edu- ! 7 ele, 
TERT 
dica Р а 2 Y TOME А F s 
4) Funcţia f(x) = cos 2 este derivabilă şi derivata sa este f'(x) == — sin £ 
Se scrie: 
уеп! 
(cos zi) = — sin ж 
1. 
Fie xz, un punct oarecare. Raportul R(x) este: 
EL. ATE d, S A T. 
2sin 0 е 9 sin ————? 
f(x) — fita) COS 2 —— COS to 2 2 RE. To 
= — = —- == — - ——— SIn س‎ 
т Xo 1 Xo х Ug D — ta 2 
Caz 
2 
Avern : 
X - ii 
sin 9 
ear 7 . f(x) fc) 2 . t4 
(B= hm 0. x — lim —————. lim sin —— = 
X-X9 X — Tg X— X9 1 To X-Xg 2 
5) 
: | - sin m, — SIN Ду. 
IN Me 
Deoarece xo este arbitrar, rezultă că f'(x) = — sin x, oricare ar fi 
Astfel: f^(0) (cos a M 0 — sin 0 0; (cosi) _ sin — 1 etc, 


sin x 


Deoarece lim 


1, obţinem: 














9 
X 





2. 
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Observaţii. 1? Este posibil ca raportul — — — să nu aibă limită in xz, (deci f să nu 


lie derivabilă in хт), dar să aibă limită la stinga, care se notează f(t), și limită la 


dreapta, care se notează fj(x,) ambele finite : 


u 





- f(x) — f(x) 53 : f(x) f(x) 
f(x) = lim —————; filr) = lim ———— . 
XM 1 — To X X) 1 lo 
х< xo x> хо 


Se spune atunci că f (rj) este derivata la stinga a funcției f in m, si că fing) este derivata la 


dreapla a funcției f in zy. În acest caz există o semidreaplă tangentă la grafie in punctul 
(xo, f(%0)), cu coeficientul unghiular f (xj) — numită semitangentă la stinga — si o semidreaptă 
tangentă la grafic іп (x, fix) cu coeficientul unghiular ГС) numità  semilangentă la 
f(xy)) se numesc puncte unghiulare ale graficului (fig. 89). 


dreapta. Asemenea puncte (то, 























| r 
es — 
Ж 0 
= ныр S 
0 Ip 20 
Fig. 89 Fig. 90 
De exemplu, funcția f(x) = | x | definită pe R nu este derivabilă in punctul 0, dar are 
derivate laterale, f(0) = 1, si f^(0) 1. 
Într-adevăr: 
f(x) f(0) x 0 t Í 1, dacă q 0 
= Emm ке C چ‎ 
a ü z—0 а | 1, dacă a 0. 
Acest raport are în Û limită la stinga, egală cu 1, si limită la dreapta, egală cu 1. În figura 90 





se observă că în punctul (0, 0) graficul nu are tangentă, dar are semitangentă la stinga. cu 


coeficientul unghiular 1, și semitangentă la dreapta, cu coeficientul unghiular 1. 





f(x) 


— — să 





2" Este posibil ca raportul 





in а, limite laterale infinite (egale 
“0 


sau diferite). Їп acest caz, graficul funcţiei are în punctul (ду, f(x9)) semitangente laterale 








la 
tul 


jy tà 
la 


Is 


ire 
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paralele cu axa Oy. Dacă limitele laterale sint diferite, cele două semitangente sint supra 


puse, iar (zy, f(xy)) se numeşte punct de întoarcere al graficului (fig. 91). 


Fie, de exemplu, funcţia f(x) = || = 


punzător punctului 0: 














definită pe R; să formăm raportul R(T) cores- 
F 








f(x) — f(0) га 
1—0 a 
t< Û 
y 
Э t "29 M, 7 
M | 
0 +o — 6 
| | 
= | a z 
0 z = 
2 х2 
ға 
Fig. 91 
Acest raport аге in 0 limită la stinga egală cu — co si limită la dreapta egală cu oo (fig. 92) 
Dacă limitele laterale sint ambele — oo sau ambele oo, atunci limita în r, a raportului 
(x) (Ta) : T x A 
A Ai AS este egală, respectiv, cu со sau cu În acest caz funcția nu este deri- 
х — To 
; PSI A (x) f (x9) 
pabilá, totuşi limita lim —— n 
+ хо 3 ху 


se notează tot cu fi GS) şi se numeşte încă 


derivata funcţiei f 1n x, 


Cele douá semitangente laterale sint in pre- 





lungire, deci graficul are in punctul (ху, f (20)) 
tangentă paralelă cu axa Oy (fig. 93). In 
acest caz, tangenta traversează graficul, iar 
(zy, f(x9)) se numește punct de inflexiune al 
graiicului. 


Fie, de exemplu, funcția definită pe R 


prin 
Vixi, dacă z>0 
ПС) == 
Vil dacă 0 





4 оо 











Fio 02 
Fig, ) 






















Să formăm raportul R(x) corespunzător punctului 0 








(x) (0) fla 1 
dacă т 0, „IASI JU PAI 
1 0 1 | 1 
} I(x) — f(0 
y Cacă 4 n: АЕ p б 
I 0 1 
1 
Y ) 
Deci, oricare ar fi a 0, avem 
x 
سق‎ 
0 f(x) [co 1 
0 
— Р 
Rezultă că limita în 0 a raportului este (fig. 94), 
Fis. 94 deci 
ig ГО) 7 
2. Continuitatea functiilor derivabile 
In definiția derivatei unei funcţii f într-un punct zy, nu s-a pus condiţia 


ca f să fie continuă in acest punct. Continuitatea lui f rezultă, însă, din ur- 


mătoarea 


Teoremă. Огісе funetie derivabilă înir-un punet este continuă în 





Fie f o funcție definită pe un interval 7, derivabilă într-un punct 2, € I, 





ŞI in acest punct 
راد‎ Jt) Hz) 
/ (£o) lim т 
01 
) : - + { - д 1 1 : ! Уу 1; i 
Peutru orice punct T= To din 7 putem scrie egalitatea 
f(a f 
Pi e S um I Ta) j N 
] (2) 1020) у) 
t tU. 
Atunci 
: ^ f (à f) ) 
| (7) — fl | А 10 T { f" | 
lim f(x) (Zo) lim lim (2 Та) f a) Со) О (д), 
"Xa "хо t Ug no وچ‎ 
deci f este continuá in z,. 
Observafie. Nu trebuie să se creadă cá si reciproc, orice funcţie continuă este derivabilă 
De exemplu, funcția f(x) + | este continuă în 0, dar nu este derivabilă in 0 
In multimea tuturor functiilor continue, submul!imea functiilor derivabile te foarte 


săracă 


94), 


itia 


ur- 


în 


irte 
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$ 3. OPERATII CU FUNCȚII DERIVABILE 


In acest paragral se va arăta cá, dacă se aplică funcțiilor d: 


operaţiile obişnuite, se obţin tot funcţii derivabile. 


1. Operații algebrice 


Teorema 1. 
atunei si suma lor f 


Să luăm un punct 





funcția A f g. 
h(a) h( 2) (f(x) gie) 
I 1 
f(a) 
Deoarece termenii sumei din 


f (29) şi e'(2o), 
fg 


h(a) 


respectiv, 


deci funetia A 


lim 


1 1 23 X 
X ü 


Dar punctul zr, a fost 


т Є 


derivabilă іп orice punct 


adică 


o 
to 
fiXa) gx) (t v, 
3 Pd. 
ultimul membru a 


fia 


ales arbitrar în 7; 


] 


este derivabilă in z si: 


) fir) 


— lim 





n 





u in punctul 


gx) gr) 





X 


(2) sal 





Derivata sumei este egală cu suma 
Din aproape în aproape se deduce cá suma f, + fo Fus f. 


finit) funcţii derivabile este de asemenea о funcţii 


(fi l2 


Hi 





abile 


Dacă functiile f si 7 sînt derivabile pe un interval J, 
g este o funcție derivabilă pe Z si 


limitele, 


(я 


rezultă cá şi primul membru are limită în punctul 2, 


оу N 
o ) 0۶ 


rezultă deci că functia À este 


h 


nümar 
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f 


Se demonstrează la fel că diferenţa a două funcții derivabile f şi g este 


o funcţie derivabilă şi 


К УЛ 


Exemple: 
1) f(x) sin x cos x, f'(x) = cos x sin т; in particular 


Ee 

— 

SIA 
ll 
| 

њ | ا‎ 


2) f(x) COS т 0х — 3, f (2) sin x 2; în particular 
(r) 2; гт Zf | | 1 etc. 
ә 


Teorema 2. Dacă functiile f si g sînt derivabile pe un interval / 


atunci produsul lor fg este o functie derivabilă pe Z şi: 


A 


Să luăm un punct oarecare zy € 7 51 să formám raportul R (x) pentru 


funcția л = fg: 




















h(x) h(rg) _ Гбх) (х) — flr (2o) _ 0) 902) — f(xg) g(x) + f(xg) 902) f(To) (Fo) __ 
х Xo х To x 129 
fir „ \ 
f(x) — f(z) „у 900 — (з) 
t > g(x) 4- f(x9) —————— — 
x To X Xo 
S-a scăzut şi s-a adunat la numárátor f(a), g(z).) Funcția g fiind deri- 
vabilă in x, este continuă in х, deci lim g(z) = g(zy). De asemenea, f și g 
х->хо 
fiind — prin ipoteză — derivabile în zy, avem : 
Ў (x) f(xg) | g(a) (ta) : 
lim í —— efr), lm —— = gi 
XX r 1, X-»Xo X Л 
Re ă că raportul considerat are limită in zy, adică funcţia А fa este 
derivabilă în Zo gi 
h(x) №2.) , (x) (To) 7 gx) ( 
h'(zy) = lim —— 0 lim Ze lim g(x) + f(xy) im 
ip T To وج‎ T 9 хо Xo 


y 


т, a fost ales arbitrar în I. rezultă că h este derivabilă în orice 


Deoarece 








tru 


rice 
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Teorema 2 se enunţă simplificat astfel : 


| Derivata produsului a două fucţii este egală cu derivata primei 
funetii înmulțită eu cealaltă funcție, plus prima funcție înmulțită cu 
derivata celeilalte. 





Din aproape іп aproape se deduce că produsul fifa ... f, a n funcţii deri- 


vabile este de asemenea o funcție derivabilă si: 





De exemplu, în cazul a trei l'unctii, fi, Г, fa, formula se demonstreaz 


19 £ 
astfel, folosind formula de derivare a produsului a două funcţii 
һр рү р pp | PENEI prp PPP a PR FF BERR i » CS ZA 
(fifa). = (1) Fa abs = Us + halls fafsfs = әз + f TREL 





În particular, pentru produsul a n funcții egale cu f, termenii sumei, in 


număr de n, sint'egali intre ei si egali cu nf" f', deci 


d y ў i 
СТ) ] 7 
Această formulă va rezulta, mai departe, ȘI din teorema de derivare a 
funi tiilor compuse 
Teorema 3. Dacă f este o functie derivabilă pe un interval J. aturci 
funetia cf este derivabiiă pe 7, oricare ar fi numărul c, si 
$- fT 
f | 
| a constanti OL) c, rezultă 


1) f(2) =, fla nrt Se serie: 
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2) f(x) im fila) = nar s. 
3) Orice polinom Р(х) ыт” + a,4 27 +... + аза? + аул -- ag este 


o funcție derivabilă şi derivata sa este: 


, n-i / \ JÁ—2 | 2 . 

P'(x) na, m (n Daraa 4...4 Da + 4. 
4) f(x) == За Iz + 2, f'(x) бх -+ 4, 
5) f(x) = x sin x, f'(x) sin ж -L-xcosa, 
6) f(z) tsin x cos x, f'(x) = sin x cos x A+ x eos? a t sin? г 

1 Н ' ‹ 

= sin 21 -+ r cos 21 

2 
7) fx) (a? 1200. f’ (æ) = 200(22 — 1(9.) 1) 100z(z* ا‎ 
8) fix) = sin*z, f(a) == 5 sin? x cos x, în particular 





(T T 5J2 
7(0) 0, (|= | 0. | | 
2 i 8 


Teorema 4. Dacá funetiile f si g sint derivabile pe un interval 7, 
atunci funcţia — este derivabilă în toate punctele în care este definită (in care 
g 
numitorul nu se anulează) și 


Fie zy un punct oarecare in care funcţia л = — este definită, deci în 
g 


care numitorul nu se anulează, g(x) == 0. Sá formám raportul R(x) pentru 


această funcție ; 














f(x) (7o) 

h(x) — h(x) g(x) gg) f(x) (х0) (u, 9(2) 

r Xe £ Xo g(x») g(x) (x To) 
f(x) KE — KE) 90) 4 Eo) KE — Го) ga) _ 

g(x) 9020) (E — To) 
1 f(x) [( ху) p g(x) — gl Xo) 
= 9. (ay) — fro) 007. 

g(x) g( t9) z — X 1 Yo 


(S-a scăzut si s-a adunat la numărător f(29) (Ж). ) 
Funcţia g este derivabilă in zy, deci este continuă în 7, $1, prin urmare, 
lim g (x) = g (xo) == 0; termenii din paranteză au limită în 7. 


5 
х—>хо 
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Rezultă că si raportul initial are limită în ту, adică funcţia h este deri- 








este vabilă in z si derivata sa este 
. h(x) h(a) 
Ahn Пип == ме... 
z 0/ » 
و ج‎ X — X, 
I . f(x) х0) 53 "vp . glx) 9020) | 
= a | In O s) — flao) lim 0080). 
lim g(x) g(x) | x> xo х— ху X-X9 x Y | 
X-xX9 
1 ру i ` б FL 9(20) — f(x) g(a) 
3 ETE [f ( 70) Elo) [ (x9) £ (29)] e "Tm а 
[g(x9)]* [g(x9)]? 


Deoarece zy a fost ales arbitrar in J, astfel ca £ (Хх) == 0, rezultă că 
funcţia A este derivabilă în orice punct v in care este definită (în care numi- 
torul nu se anulează) si 


PIT. (x) g(x) — f(x) g'(x) f'g—fa S pr s fri f f'a— fg 
Aw) PIN, BO M ums 8 mss BIO. [Ulm em 
| [9022]? g* g g 


Exemple > 


apt" + 


|] | 1) Orice funcţie rațională, f(a) = —————— 


а: --а " А 

- — — s este о funcţie de- 
bma” Fo бул 4 b 

rivabilă în toate punctele în care este definită (în care numitorul nu se anu- 


lează) ca fiind un raport de funcţii derivabile. 
Į [ 





аге 


ә 




















à х° + З 
Pentru f(z) = — 
х 1 
avem : 
T (22 + 3)' (x — 1) — (а? + 3) (a 1» 2х(х — 1)— (a? -- 3) t — 2r— 3 
| f'(x) = а — = : TUE 
(a 1) (т — 1) (x — 1) 
in În particular: f/(— 1) = 0, f(0) = —3, f(2) = — 3. 
{ти 2) Funcția f (2) = tg x este derivabilă ре tot domeniul ei de definiţie, 
М T "S SES 1 4 S А с. e 
(= Æ (2k + 1) = k întreg] » ŞI f'(x) = — — =1 + tg? л. Se scrie: 
а cos* т 
NI 
(tg xy = 
cos? т 
Я 9 sin x ‚ , ا‎ 1 5 : 
Într-adevăr, tg z = >" 7 si pentru cos z 4-0 se aplică regula de deri- 
COS T 
vare a citului : 
vi (іп z)' cos x — (cos x)’ sin т _ CoS r cos 2 + sin zsin gx 
cos“ т cos* x 
cos? х + sin? x 1 
= — == . 
cos? x cos? x 
re, 


In particular: f’ (0) = 1, f’ (2) =@. 












3) Funcţia 





al 





f(x) = ctg x 
k întreg), si f (2) 


Într-adevăr, pentru sin x = 


(cos xY sin z- 


vta) i 








derivabilă pe tot domeniul ei de definitie, 





- sin x sin т — cos X cos x 





sin? x 


Licular : 
-n 
f 1 
1 
1 
1 
) 
1 
,» în partic 
I 
) 
2a »fX 
] 
7 2 5 
{ SX 
E ML DS 
fx) 


ar fi À 





mai departe că, oricare ar fi « real, avem: 
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nitie, 
3 Darivat: 'nnefiillor e ; 
2. Derivata functiilor compuse 


La numărul precedent s-a arătat că, aplicind funcţiilor derivabile ope- 





rațiile algebrice, se obţin tot funcţii derivabile. In acest număr se va arăta 
că, dacă se aplică funcțiilor derivabile operaţia de compunere, se obţin de 
asemenea functii derivabile. 


Теогет й. Dacă funcţiile o(u) si u(x) sînt derivabile, atunci si funcția 


(u ()) este derivabilă si 





compusă f(x) = 


f(2) = '(u (2) + u'(a). 





| Fie xz, un punct oarecare in care funcţia f(x) este definită (deci in care şi u(x) este 
1); să nolăm ш, u(x). Funcţia o (u) este derivabilă in ug, deci 
| ш 
Q'(ug) = lim — . 
| { 
i up 





К Putem atunci scrie, pentru и fug; 
SCTIE : 
o(u) — ot 


PES (и) — (ug) , С 
g'(uy) = = i S---«(u) unde lim а(н) atta) 0. 


1 
| 
| 
' и — ц uuo 
Deci: 
| 


olu) — q(ug) = [p (uo) — «(u)] (и — t). 


Rezultă : 





q(u(z)) — (ug) = [p (uo) — a(u(x))) (u(x) — uy). 








| Să im acum raportul R(x) pentru funcţia f(x) = q(u(x)) : 
f(x) — f) e(u(x)—qe(u(zxy)) __ ф(и(х)) — (uo) 
2 — Xy a To T — 29 
[9 (ug) — alu (x))] (u(x) ila) ; М u(x) ult) 
== e — = [e'(ug) — a (u(x))] = -T 
1 i € — Xo. 


Toţi termenii din ultimul membru au limită în punctul ty, deoarece o'(ug) este constant, 


і Pi а u(x) — u( To) А x * SS 
lim e(u(x)) a(u(xg)) = «(цу) Ож si lim —————— — = и (х). Rezultă că și raportul 
хе-хе XX X — Xo 
* Funcția x(u) este definită astfel: 
olu) eiua 


o (up) – dacă uz£ ug 


ou) 


0, dacă u =u 


* Functia a(t) este continuă in uy si funcţia u (x) este continuă in zy, deci şi funcţia 


compusă a (и (x)) este continuă in 2. 
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iniţial are limită in zy, adică f este derivabilă in m, si 


$ : f(x) f(x) k > aO U(z) — u(t) 
f'(xy) = lim — 0 — lim [Фф (uj) —«(u(x))] — E = 
XX X — To x-X0 2 — T 





0 
Е 4 u(r) — u(r,) 

[o (ug) — lim a (u(2))] lim ——— ————- 

хә X9 Xx-Xg 2—20 


p (ug) * U’ (To) = Q” (и (х0)) * U (ху). 


Deoarece x, a fost ales arbitrar, rezultă cá funcţia f(x) = ф(и(ж)) este derivabilă in orice 
punet 2 in care este definită şi: 
f (x) = Ф'(и(а)) * u(x). 


Observaţii. 1? Dacă in egalitatea f (x) = ф(и(х)) nu se mai pune in eyi- 
dentá argumentul 2, se scrie f = ф(и) şi deci f' = [g(u)]. De asemenea, 
dacă în egalitatea f'(x) = q'(u(x)) - u' (x) nu se mai pune în evidenţă argu- 
mentul 2, se scrie f' =o'(u)-u', deci: 


Se atrage atenţia că în această egalitate u nu este variabilă indepen- 
dentă ci o funcție de a. 

2? Teorema precedentă este valabilă și în cazul mai multor funcţii care 
se compun. De exemplu, dacă funcţiile ф(и), и(о) $i u(x) sint derivabile. 
atunci şi funcţia compusă f(x) = q(u(v(x))) este derivabilă si: 

f = (u)* u (u) * ua) 

Practic, derivata unei funcţii compuse se obține inmultind derivatele func- 
{гог care se compun, în ordinea compunerii lor. 

3° În aplicaţii intervin funcţii f(x), cărora nu le putem calcula deri- 
vata cu regulile de la nr. 1; dacă însă putem descompune aceste funcţii in 
alte funcţii cărora le cunoaştem derivatele, atunci se aplică regula de deri- 


vare a funcţiilor compuse. 


De exemplu, funcţia f(x) = sin 2x se poate serie f(x) = sin u(z), unde п(х) = 2x, deci 
f’ (x) = cos u(x) - u'(z) = cos 2x - 2 = 2 cos 2x. 
Pentru funcţia f(x) cos? (5x + 2) = [cos( 5r + 2)3, avem f'(x) 
3 [eos (5x + 2)]? * [cos (5x 4+ 2)! = 3 [cos (5x + 2)]? sin (5x + 2) · (5x + 2), 
= — 15 [cos (5x + 2)? sin (5x + 2). 


Tinind seama de regulile de derivare pentru puteri intregi si pentru 
funcţiile trigonometrice, precum şi de regula de derivare a funcţiilor compuse, 
se obțin formulele următoare (unde s-a notat cu u o funcţie derivabilă). 





| ny »-l. d 5 
1) (и”\' = nu u (n întreg) 








$ 4. DERIVATA FUNCŢIILOR INVERSE 








In particular 








ES 2% (3 9 — nu* 
(u) = — nu” i-u’, sau z] = == (n natural). 
и” uni 
2) (sin u)’ = u' cos u | 3) | (cos u) = — u sin и | 
| | 
ice = b E FEE 3 
' u’ | u’ 
4) (tg u) = 5) | (ctg n) = —— | 
cos?u | | sin? u | 
vi- 
\ Exemple: 
ea, * , o , » 
1) f(x) = (x + 2}; f'(x) = 3(x- 2) (x4 2) = 3 (= + 2). 
Ju- 
2) f(x) = (22? 1)5; f'(z) = 5.22? 4 1)* (222 + 1) = 5 (22? + 1)! - 4o; 
f (0) 0, f'(1) 1 620. 
© 1 а 
3) f(x) = = - (а? r--1)5; 
(E^ Y 1% 
en- в ' : d (21 1) 
[ x) э (х 1 у? (X 1 1) —————— . 
(x* + x--1)* 
are 4) f(x) sin (2a 5); f'(x) [cos (2x + 5)] (2x + 5) 
ile f 5 
? cos (2x 5)] -2 2 cos(2x + 5); Pipe 
ey 
5) f(x) = cos (3a? + 284 1); f(x) = [- sin (3x? -+ 2a 1)] (322 + 2x + 1) 
(ба + 2) sin (За? -+ 2r 1); f'(0) 2 sin 1 
` 1 1 ER 1 1 
пс" 6) f(a) = tg —; f(x) a zl = EE 8. 
Xx e A (i. zx? a] 
COS* COS” 
1= Т 1 
in 7) f(x) = sin? x; f'(x) = З sin? х (sin 2) = 3 sin? x cos x. 
prys i 8) f(x) = costa? 1); f (a) = 4 cos? (x? 4- 1) [cos (x? + 1)] 
1 cost(22 + 1) [— sin (x? + 1) (x? + 1)] 
deci = — 4 cos*(a? 1) sin (zx? + 1) 2x 8x cos*(a? -+ 1) sin (x? + 1). 
$ 4. DERIVATA FUNCȚIILOR INVERSE 
tru 
ISe, 


lá) S-a arătat in paragraful precedent că operatiile algebrice si operatia de 
compunere, aplicate functiilor derivabile, condue tot la funcţii derivabile. 
În acest paragraf se va arăta cá, in anumite condiţii, prin inversarea unei 


funcţii derivabile se obţine de asemenea o funcţie derivabilă. 
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Teoremă. Fie f o funcție strict monotonă si o funetia sa inversă. 


Daeà f este derivabilă într-un punct т si dacă f'(2,) 





= 0, atunci fune 





inversă o este derivabilă în punctul corespunzător y 

















0 
1 
0 
OAS 
Ipoteza afirmă că: 
) f Gu) 
f 
1 [ , 
ү 0 
deci, rm detiniţiei limitei unei funcţii într-un punct (v. cap. VII), dacă r, — т; ) 
atunci ; 
f(x f(x.) 
EEn) — IN) - f^ (a A 
mu Lg 
In consecintà (v. cap. III) 
1 T. 1 
[Gs | (To) Í GU) 
Să observăm că, deoarece yy = f (X9), avem a Ф (yo) 


dacă, c, 9 (ya). 


Trebuie să arătăm cá derivata funcţiei o in punctul у 








A ety) — Io) 1 
lim -——— - = - 
05-00 y Yo f (2). 
Pentru aceasta este suficient să arătăm că, oricare ar îi șirul y, — (0, 5 1), avem: 
OlYn) — GU) 1 
— — o ۾ — ے و‎ 
Un — Yo Г (2х) 
раг: 
ГА 
(0) — ФО) Un To 
y Ji Itn) 1020) 
Funcţia inversă co fiind continuă * in yp avem o (i > 19; deci, 





după cum s-a observat mai înainte, 








суны” , 
[C f (ху) 
adicá : 
QUAS) — (Yo) 1 
Un — Ue Ї (19) 





* f este derivabilă in sg, deci este continuă in z,, si deci funcţia 3nversá о este con- 
пиа in punctul corespunzător yy = f (20) (v. cap. VIII). 















§ 4. DERIVATA 





si deci: 


(2 — 
9 (3/9) 


Justificarea geometrică a acestei teoreme este următoarea : 


Gralicele funcţiilor f 


simetrice de prima bisectoare 


ilā in punctul 2, graficul 


(v. cap. VI) (fig. 95). Deoarece funcţia f este deriva 


său admite în punctul (у, 
Yo) tangentă, MT, nepara- 
lelă cu axa Oz (deoarece 


Lo a f(x) == 0); urmează 





SEN f Y x E 
са si gralicul luncțier InN- 
verse o admite in punctul 
corespunzător (Yo, vg) tan- 


centă, M' 





pi neparalelă cu 
axa Cy, decl o este deriva- 


bilă in punctul yp 


Deoarece 8 = -— 6, 


avem tg B = -—; darte 


şi tea sint, respectiv coefi- 
cientii unghiulari (4) si 


f(x) ai celor două tangente, 
1 





deci © (Yo) : 
f (to) 


Conseecinţă. Dacă 











IN 











f este o funetie striet monotonă si derivabi 


eu f (x) == 0 pentru orice x în care este definită, atunci funetia sa inversă ф 


EA 
i 


este derivabilă si: 


sau 


(respectiv 





Acest rezultat se enunţă simplificat asifel: 


Produsul derivatelor 


Exemple: 1? Funcţiile f(x) 


a două funetii inverse este egal eu 1 


una alteia. 
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1 
Se verifică deci egalitatea Ф (y) == 
f(x) 

: Ра Т 1 ; : 1 TS : 

2° Funcţiile f(x) —s (rz£0) si Ф(0) = » (y #0), sint inverse una alteia. 
i y 
Avem : 
Mj Lx 1 
f(x) = ——şi giy) = ——» 
а? y* 
: 1 А 1 i A ; 1 
рипіпа. y › avem y“ = — ү" (х) si, prin urmare, Ф’ (у) =- —. 
1 а? f (x) 


Teorema din acest paragraf permite calculul derivatei uneia din func- 


{Ше f si ọ, cunoscind derivata celeilalte. In paragrafele următoare se vor 
putea astfel calcula derivata funcției exponentiale din cea a funcției loga- 
ritmice precum si derivatele funcțiilor circulare inverse din cele ale func- 


{ог directe. 


§ 5. DERIVATA FUNCTIEI LOGARITMICE ȘI EXPONENTIALE 


1. Derivata funcției logaritmice 


Functia f(x) = 1а 2 este derivabilă pe tot domeniul său de definiţie, 
: A < УЕ" 1 
+ co), și derivata sa este f (x) = =. 
" 


Se scrie; 








F 1 
(lia) == 
x 
Fie z, > 0; să arătăm că f este derivabilă in zq. Pentru aceasta să 
0 0 
formăm raportul 
(x) — f (x) In zr — 10 2, 1 x 
R(2) = ci Aa EE аа In =. 
а= To r To T- To To 


Impártind şi inmultind in fata logaritmului cu zy, apoi observind că 


х To H X — Xs т x 2 
کے‎ a کے‎ 03 obținem ; 
Ta у Xo To 


1 ý = — 7 
- În |: ل‎ 
х0 1 I 


Dei 


est« 


forn 








INC- 


vor 


gg- 
ga 


1nc- 


ifie, 


$ 5. DERIVATA FUNCŢIEI LOGARITMICE ŞI EXPONENTIALE 17i 








۰ | х — T, . . 
Dar lim k + —e хо — е; deoarece funcția logaritmică este con- 


xxo d 


0 


tinuă, deducem : 








; Í х— 2$). 
хо = În lim |1 + T9 x—xo— ln e 
1 





lim In (: 2! 


x—*X0 





х->хо 0 


Așadar : 


Ў х f(a) (Xa) 1: а i 1 ху ) a I 
Г (шу) = im ADI) — 7 рро Ја |! + IL | 0 = 

eX r — To x— x9 x ) 

Deoarece х, a fost arbitrar, deducem că pentru orice т > 0, funcția ln a 


este derivabilă si 


Consecințe. 1) Oricare ar fi a >0, a--1, funcţia logaritmică 


| 2 
—. 5e 


гіпа 





f (x) = log, x este de rivabilă pe (0, + оо) şi derivata sa este f'(x) = 


scrie : 


zina | 





Într-adevăr, se stie cá In z = In alog, x (v. cap. IV), $i, deci : 





Deoarece ln z este derivabilă, rezultă cá şi log, 2 este derivabilă, si: 


Г) = ——: 


xina 





2) Tinind seama de regula de derivare a funcțiilor compuse se obţin 
formulele următoare (unde u este o funcţie derivabilă) : 





(In uy = 





3) Funcţia f (z) = In | ж | definită pe В — {0} este. derivabilă si 


! — 
1 

Кат 
(In | x |) — 
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д» = > 





T 1, 
(ау [1 








ntr-adevăr, considerind In | z | ca c 


DERIVATE 





› funcție compusă şi tinind seama că 


dacă 2 >0 


| — 1, dacă a Û, 
1 м А 
se obtine: 
| , (aD 1 
3 E —— = مھ ہے‎ 
|2 | х 
1) f(x) Insinz, (0<r< x); f (2) SOS ctg x, 
1 1 1^ [1 \ 1) 
2) f(x) = In f (x) = | | = x| | - e | EE me - 1 
х ld | Ux )J | z^ i 
x 
3) f (x) = [In (x + DR; f (x) [In (x + 1) Hn (x 1)! si 
: | ; - 1 9 1 
țin (x + 1)] = (t + 1) = ———, deci f'(x) = 3 [In (x DJ* —— 
r-r-1 € -1- 1 a 
2. Derivata funetiei exponentiale 
Inversa funcţiei logaritmicee f(x) = log, хт, (a >0, a = 1), definită pe 


(0, co), este funcția exponențială q(y) = a”, definită pe R. Deoarece funcţia 


f(x) = log, x este derivabilă si derivata sa nu se anulează in пісі un punct, 
rezultă cá şi functia sa inversă Ф(у) = а? este derivabilă pe R 51 derivata sa 


este dată de egalitatea Ф’ (y) = —— , unde 2 = q(y) = a^. Avem deci 





(ay 1 1 
4°) =- - = — 
(loga 2) 1 
ain a 


Notind acum cu z argumentul fun 


următoare : 


= zlna a? ]n a. 


cţiei exponentiale, obţinem formula 


Consecințe. 1) Derivata funcției етропеппаіе f(x) = e“ este e. 


Se scria: 








$ 5. DERIVATA FUNCŢIEI LOG 














EXPONENTIALE 





et 


a T 1 - . б 
Într-adevăr, In e = 1 şi deci 
(e^) = ех |п е = е“. 
2) Tinind seama de regula de derivare а funcţiilor compuse, se obțin 
formulele următoare (unde u este o funcție derivabilă) : 
E = = Noc 
(c^) == ец | lan = a*u' Ina | 
| 
E xemple M 
DF = e. f(x) e IX cosit; f' (0) — 1 rt. | 0 etc. 
‹ - sinx , n 1 1 
2) f(12)—-2 " s PF) 2 In2(Inz) = 2 In 2 
ү 
3) f(x) = а ЕЗ ; f= a In а. 
cH 
4 E RA —2 I 1 
4) f(x) = е ; (ж) = — € P rA um 
(ж — 1) ч 
3. Derivata funcției putere 
pe 
па Functia putere f(x) = a^ (ж real) dej inilá pe (0, + оо) este derivabilă, 
ct, (а) — c. Se scrie: 
sa 
| (aty — uc 1 
Într-adevăr 
PER a In xin 
fiz) = 2 = е ( J 
deci funcţia putere este o funcţie compusă; derivind după regula de d 
ila vare a funcţiilor compuse, se obține 
p \ aInx[_ 1 а | 1) a- 
f(z») = е [sz] =а [2 | = aa 1 
Tj \ r j 
(oM 1 1 
În particular oníru o 1 SURE ; docte Won Í 
n particular, peniru «= => avem c^] e-— 4 жа X i 
e*, 2r? 


adică : 
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Tinind seama de regula de derivare a funcţiilor compuse, se obţine 


| (Kay = 


21и 





, 
u 
Vr 


Exemple : 








— = = йс 62 — 10 x 
1) f(z) & 2:22 — 523 4 2, f (а) = —— -= 
j 2| 223 — 51? + 2 
| 52 — З | 
[^R у z г -+4 17 
2) f(x) = || 23 n i C = — == - س‎ 
—a 1 E | 52 1 2(4 — r)? 
— à i 
2 
x. 3/7 TE TT" A 045 3 
3) f(x) = y(sin x + 22°) = (sin t + 22»)? ; 
1 
9 - 9 (cos x 1 
Е г E 3 К 2 (cos x + 102%) 
f'(z) = (sin x + 225) (cos x + 10 21) = —— == 
3 3 ysin x + 225 


Observaţie. Dacă а > 0, funcția f(x) = x* este definită pe semidreapta închisă [0, со) 


Dacă « > 1, funcția este derivabilă si în 0 si derivata sa se obține tot din formula de mai sus: 
f'(0) = «0*1 = 0. 


Într-adevăr, să formăm raportul R (x): 


f(x) — f(0) х“ —0 x2 : 
— та —————— хт — um gy 
z 0 2—0 T 
; SEI (x) (0) . у i 
şi deoarece и — 1 > 0, jm ТОО) = lim x"-1 = 0, adică f'(0) = 0. 


<, x0 c 0 x0 


Dacă, însă, 0 — х < 1, atunci x — 1 < 0 si 0%-1 nu are sens; funcţia putere nu este deri- 
vabilà in punctul 0 in acest caz. 
De exemplu, funcţia f(x) = | x definită pe [0, со] nu este derivabilă in 0. Funcţia 


1 (х) = l'a? definită pe [0, co) este, însă, derivabilă în 0 si f^ (0) = 0 


4. Derivata funetiei и“ 
Dacă u şi v sînt două funcții derivabile pe un interval I, astfel ca u (x) >0 
pentru orice x € I, atunci funcţia 
(у= muro 
este derivabilă pe I şi 


f = ои" и wv inu. 








DERIVATELE FUNCȚIILOR CIRCULARE INVERSE 


Într-adevăr : 


f= еш! = gln4^ — gulnu, 
і 


Derivind acum са о funcţie compusă, se obţine: 


7 zin , ana : ut ~ 1 , и“ \ 
f' = eni (о Та u) = e |v In u + v = И (v Inu4-v—|-— 
u | и} 
| AI u^ m uf TROU E EN 
= цу аи 4 оц — = и? 0 1а и 4- оц? и. 
и 


In concluzie : 


Functia u” se deriveazá considerînd întîi v constant si derivind ea o 
putere, apoi considerînd u constant si derivînd ea o functie expo- 


nentiali, si adunind cele două derivate 








Pentru a retine această regulă, convenim să seriem 


(n*) = (и), 4- (2), 


unde indicele с arată că funcţia respectivă se consideră constantă. 


Exemple : 
1) f(ness;1) p. gl 4 ein ar = a û + 1а 5); f'(1)- 1. 
2) f(x) = (sin 2); F (x) = х (sin z)*-! cos x + (sin. х) In sin t = 


2 


La 


= (sin х) (x ctg x + In sin x); (2) = 0 


Vx Р Мх—1_ 
3) (0) = (02 + 22) *; 00) = VY ea + 22) 2(=+ 1) + 


Vx 1 А vVx[2YV 2(=+4-1) ,. 1а (2° + 
-+ (22 + 2x) „——= In (2? + 22) = ) + 2x) ا‎ Fa E 
2| а? + 2x 2Y2 


$6. DERIVATELE FUNCTHLOR CIRCULARE INVERSE 


1. Derivata funefiei aresin 





Inversa funcţiei f (2) = sin z definită pe| — 2" 


ма 


Ld 


o (у) = arcsin y definită pe [— 1, 1 


este funcţia 


2x) | 
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Se stie cá f' (x) — (sin x) cos z = | cos? = |1 — sin? z, | deoarece 

2 7 Ж ғ T „УЕ San 

cos 2 2 0, pentru — 1 |. Avem f^ = | =] | | = 0, deci în 

2 2] 22] 3 
i cf T E T "ETE ii T 

punctele corespunzátoare f | — 7 | = Sin | — | == — 1 $1 fi | sin | 

funcţia inversă nu este derivabilă (v. $4). Deoarece pentru — = жс (a AE 

› ; 

avem f(z) #0, în punctele corespunzătoare, y = sin z(—1 < y < 1), 

functia o (? arcsin y este derivabilă si derivata sa este dată de egalitatea : 
{ py 1 х 2 





Notind acum cu x argumentul funcției arcsin, se obţine formula 


2. Derivata functiei arccos 





Inversa 1 {леї f (2) COS definită pe |0, zl este functia 
E 4 
f f | 5 / aeimiuia pi | 1 
Se stie că f (2) = 100877 = — sin £ = - | sin“ Vi COS? 4 Р 
(deoarece sin z 20 pentru 0 < 2 < п). Avem f (0) T^ (st 0, deci in 
punctele corespunzătoare f (0) = cos U = si f(x) COS т 1. funeétia 
inversă o nu este derivabilă. Deoarece pentru 0 < 2 ~ avem xj == 0, 
i In Vt 
în punctele corespunzătoare, Yy COS X | [ хх i), lunca inversă i 
p (у) = arccos y este derivabilă și ȘI d 
| р, 1 1 1 1 
(arccos y) — er iiie t NR 1 
(co sin x Vi COS Vi 7 


Notind acum cu x argumentul funcţiei arccos, se obține formula 





| | 


| (arecos z)' = — — — | Ire. 


| 





гесе 
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3. Derivata funcției arctg 


' а ےک‎ ГОР: | т т | ^ : 
Inversa functiei f(x) = tg x definită pe | — —5 —|ев{е funcția о(у)= 
ta ә 9 $ 1 * 


= arctg y definită pe R. 
1 








Avem f' (x) = — = 1 + tg? x Æ 0, deci funcția inversă (y) = arctg y 
cos* x 2 
este derivabilă în orice punct y = tg 2, ( CA ee | şi derivata ва 
i : Y 2 5 
este dată de egalitatea: 
1 1 1 
(arctg y) = = = Ss 
(tg x)' 1 + tgx 1 + y? 


Notind acum cu x argumentul funcţiei arctg se obţine formula : 





4. Derivata functiei arectg 


Inversa funcţiei f (4) = ctg x definită pe (0, x) este funcția g (y) = 
= arectg y definită pe R. 
1 


Avem f'(z) = (ctg x)! =— ——— = — (1 + ctg? х) Æ 0, deci funcția 
sin* x 





inversă o (y) = arcctg y este derivabilă în orice punct y = ctg 2, (0 < x«) 


D ГА) 


şi derivata sa este dată de egalitatea: 





7 1 1 1 
(arectg y)! = —— = — = — 
3 (ctg x) 1 + ctg? a 149 


Notind acum cu z argumentul funcţiei arcetg, se obţine formula 


| (arectg x) = — 




























- 
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Tinind seama de regula de derivare a funcţiilor compuse, se obţin for- 
mulele următoare (unde u este o funcţie derivabilă): 


(arcsin u) = 


| yi ц? 
| T ц" | 
(arccos u) = - — | 
y1 и? 
7 > T u 
(arctg u) = ——— 
1 + u? 
| ‚ u’ 
| (areetg u) = — —— 
1 u* 
Exemple : 
1) f(x) arcsin (22 — a); 
б. (22 — х)’ 23 1 
fx) = — = 3 = се==== +0) ==1% 
Кз — (2 — x)* y (1 — а? x) (1 т" — x) 
1 
2) f(x) arccos — ; 
ga” 


ѓо 
h2 








[e — —— =! СӘ) 
| Г 142 түй —1” 15 
e 
| E 
x 2 
3) f(x) = arctg — T9 
1 + a 
/ * ГА 
| 1j 3l 1 
” (ж) = SIR иа а IE E - 70) =i 
: |" ow X 2x (t 1)-r-1 
ss] 
1+ = 
t) f(x) = arcctg In х; 
(In xy 1 а | 
ата шш — f ei 
1 + In? ж 2)1 + m°? 2) 


Obsereaiie. Polinoamele, funcțiile rationale, funcția putere, funcția 
exponențială, funcția logaritmică, funcțiile circulare directe şi inverse sint 
derivabile pe domeniul lor de definiţie (cu excepţiile menționate la funcția 
putere şi la funcţiile arcsin şi arccos). Deoarece orice funcție elementară 
se obţine din funcţiile enumerate mai sus prin operaţii algebrice şi operaţia 
de compunere şi deoarece aceste operaţii conduc tot la funcții derivabile, 
rezultă că toate funcţiile elementare sînt derivabile pe domeniul lor de defi- 
nitie (cu excepţiile specificate mai sus relativ la funcţia putere, funcția arcsin 


şi funcţia arccos). 








for- 


netia 

sint 
nctia 
itará 
ratia 
bile, 
defi- 


resin 


i 


13 


14 
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0) =u 4-9 


FUNCȚIILOR 


CIRCULARE 


INVERSE 


) 


ie, 


€ 








(uv) = uwv -v'u; 
| 


Tabloul derivatelor unor funcţii elementare 


x” (n natural) 


(n natural) 


ctg xr 


arcsin х 


arccos т 


arctg x 


arcctg z 


( Recapitulare ) 


Derivata /' 


e(u)]' = e'(u) u; 


Mullimea pe care 
existá derivata 














xin a 








[0, eo) 

(U, oo) 

(0, + оо) 

R 

R 

v- (2k + 1) — 
2 


t Кт 

( 1; 1) 

(— 1, 1) 

R 

R 

R 

R 

(9, oo) 
(0, -1-.00) 
R — {0} 
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$ 7. BIFERENTIALA 


1. Definitia diferentialei 


Fie f o funcţie derivabilă pe un interval Z si z un punct din Z; fie f 


derivata lui f in zy: 





f' (20) = lim refe 
КУ 


хх) X — ху. 


Dacă se notează 





atunci: 


Ї(хж)—[(у) . 


IT — To 


f' (25) — « (2), (zf) 


tn 


lim « (x) = f' (zq) — lim ta — At s. 


х->х0 xg 2—00 i 


Deoarece lim о (z) = 0, rezultă că pentru valori ale lui z suficient de 
x-cXg 

apropiate de 2, se poate realiza ca х (x) să fie cit dorim de тіс; deci, pentru 

ET. - - : : f(x) — f (vg) СРЕГ . бу; 

astfel de valori ale lui 2, raportul — —-——— este aproximativ egal cu Po 

. 2 — 20 


fæ) — Као) 


t — 





2 [ (жу). 


А i 
Aşadar: 
f (x) — f (25) ~= f" (29) (x — ту). 
Dacă se notează х — у= h, atunci 2 = xz, + h; relaţia precedentă 
se scrie astfel : 
f (2 + h)—f(20) == (20) А 
și exprimă faptul că, pentru creșteri A suficient de mici ale argumentului, 
de la zy la х, + h, creşterea corespunzătoare f(x, + kh) — f (xy) a functiei 
poate fi aproximată cu produsul f’ (ж) h. Atit creşterea funcţiei, f (ж, + А) — 
— f (20), cit şi produsul f’ (zy) h sint funcţii de А: la diferite creșteri № cores- 
pund diferite creşteri ale funcţiei, respectiv diferite produse f'(z;) h (adică 








(т) 


de 


tru 


tă 
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diferite aproximatii ale creşterii funcţiei). Evident, cu cit creşterea k este 
mai mică (cu cit 2 este mai apropiat de д), cu atit f' (zy) А este mai apro- 
piat de f (xy + Л) —f (xz) (deci eroarea comisă in aproximaţie este cu atit 
mal micá). 

Definiție. Functia f’ (xy) h (cu argumentul h) se numește diferenţiala 
funcţiei f în punctul ху şi se notează df (Zo) : 

df (жу) = f' (ту) A. 

Din cele de mai sus rezultă că diferentiala df (xy) aproximeazá creșterea 

f (zy + A) —f (xo) a functiei : 
Î (20 + h) — f (20) == df (£o). 
Diferentiala funcţiei f într-un punct oarecare r Є I se scrie 


df (a) = f' (a) h. 


1, se obţine df (x) = d (x? + 1) = 2 xh. 


De exemplu, pentru f(x) = 2? 





Pentru funcţia identică ọ (2) = x, avem dọ (2) = d (x) = z'h = h. 





Aşadar, diferenţiala d (x) a funcţiei identice este egală cu creșterea h a 
argumentului. În loc de d(x) se obișnuiește să se scrie, mai simplu, dz: 


dg= h: 


În loc de diferenţiala funcției identice, dz se numeşte, mai simplu, dife- 
rentiala argumentului. 
Făcind raportul dintre diferenţiala lui f şi diferenţiala argumentului, 
se obține : 
af (2) T R y 
S Tn Pg 
dz h 
Derivata lui f(x) este deci egală cu raportul a două diferențiale : dife- 
rentiala lui f (x) şi diferenţiala lui 2. Se justifică astfel una din notatiile deri- 
vatei indicate іп $2: 
df(z) 


a, 


dz 


Rezultă deci: 


df (x) = f' (x) dz 





Așadar, diferenţiala lui f este egală cu produsul dintre derivata lui f şi 
diferenţiala argumentului. 

Observaţie. Modul în care se notează argumentul nu este esenţial. Se 
poate scrie: df (и) = f’ (u) du, df (t) = f’ (t) dt etc. 
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Exemple : 
1) f(x) = a*--2; df (x)= d(x? + 2) 2 хах. 
Pentru x = 1, se obţine df (1) = 2 dx. Se observă că df (1) este funcţie de dr; de exemplu, 
1 ^ ^ 1 
pentru dr = valoarea acestei funcţii este —— • 
2 000 1 000 
Pentru x = 2, se obţine df (2) = 4 ах. Diferentiala df (2) este de asemenea funcţie de 
1 2 
ах; de exemplu, pentru dz = — , valoarea acestei funcţii este э 
2 000 1 000 
2) g (u) = sin 3u; dg (u) = d sin 3u 3 cos 3u du, 
1 (1 1 
3) ut = dqu(t)-— a| 2 == - dt. 
t t de 


Interpretarea geometrică a diferentialei este simplă (fig. 96). 
Creşterea dz a argumentului este lungimea catetei MN din triunghiul 
dreptunghic MAN T, iar f'(x) = tg «. Diferentiala f(z) dz este lungimea 
catetei NT. Creșterea f(x + 
y + ах) — f (x) este lungimea 
segmentului NM’. Pentru cres- 
teri dx suficient de mici ale 
argumentului, segmentele №7 
ffxrdz) şi NM’ sînt aproximativ egale. 
Aşadar, în jurul punctului M, 
pe o porțiune suficient de mică, 
graficul poate fi înlocuit cu un 











#2)[ segment al tangentei. 
Diferentialele vor fi folo- 
site in capitolul XI pentru 

| l calculul integralelor. 
| | Deoarece de multe ori este 
| 1 | x mai uşor de calculat diferen- 
д IN ada tiala decit creșterea funcției, 


dz ан . i 
Fig. 96 diferentiala se foloseste pentru 
calculul cu aproximaţie al creş- 
terii unei funcţii, corespunzătoare unei anumite creșteri a argumentului. 
În ceea ce privește evaluarea erorii comise prin această aproximare, dife- 
rentialele nu dau пісі o indicație. 

Exemplu. Să se calculeze cu cit creşte aria unui cerc de rază 98,5 m, dacă raza crește 
cu 0,1 m. 

Aria A a cercului este dată de egalitatea А = f (R) = rR, deci dA = 2rR dh. Avem 
R= 98,5, dR = 0,1, deci ад = 2r · 98,5 · 0,1 œ 61,858 m?, Creșterea exactă a ariei este 
r (R + AR} — TR? = y - 98,62 — л · 98,5 = п (98,62 — 98,52) = x (9721,96 — 9702,25) = 
= ж. 19,71 д 61,8894, 
Se vede din acest exemplu că se calculează mai ușor diferenţiala decit creșterea ariei. 











nplu, 


'hiul 
mea 
mea 

res- 
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NT 
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M, 
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! un 
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tru 
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ren- 
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tru 
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reste 
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2. Reguli de diferentiere 


Din fiecare regulă de derivare se obţine o regulă de dilferentie 


cuind derivata unei funcţii cu diferenţiala sa: 


1) d (u + v) = du + dv; d (u — v) = du — do; 


2) d (uv) = udu + udv; d (cu) = сап; 


n u vdi udv 

у 

3) d ES ^ 
D p? 





Pentru exemplificare, să demonstrăm formula diferentialei produsului : 


t 
т} 


d (uv) = (uo) dz = (u'u + v'u) dz = и'ойх + x 


= o (wdx) + u (v'dz) = vdu + udo. 
La fel se demonstreazá si celelalte formule : 


Exemple : 











1 (22 1) da ха (x? 1) (x? 1) da 
1) d = WEST === 
x^ 1 (x* 1)» (2° 
r? 1 22? z? 1 
ETT ndr = — =, 
(x? 1)* (x* + 1)* 
2) d(e* sina) sinz-de* -L ех. d(sinx) — sin z-e*dzx + ех cos x dx = e*(sin x | cos х) ах, 


3. Diferentiala unei funcții compuse 


Fie f (u (x)) o funcţie compusă, derivabilă pe un interval Z. 


Derivata sa este: 


[Fu (2))]! = f' (ш (2)) * u' (a) 


si diferentiala sa este : 


df (u (x)) = [f (x (z))] dz = f (и (2)) ° 
Dar и’ (х) dz este diferenţiala funcţiei u (x) : 


du (x) =u" (x) dz, 


astfel încît diferenţiala funcţiei compuse se scrie: 


df (u (2)) = f' (u (2)) + du (2). 

























> 
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Dacă nu se mai pune în evidență argumentul z, această egalitate se 
scrie astfel : 


df(u) = f'(u) du | 


Trebuie reţinut cá, in această egalitate, u nu este variabilă indepen- 
dentă, ei o funcţie de x. Totuși, formal, această egalitate se prezintă ca şi 
cind f(u) nu ar fi o funcţie compusă, de argumentul z, ci o funcție al cărei 
argument ar fi u. 

Această formulă ușurează de multe ori calculul diferentialei unei funcţii 
compuse. Din regulile de derivare a funcţiilor elementare compuse se obţin 
imediat regulile de diferențiere a acestor funcţii : 





1) du" = nu"-! du (n natural). 
2) du^" - nu-?-! du (n natural). 
А 1 
уаш = | du 
2/íu 
4) d sin u = cos u du; d cos u = sin u du. 
1 1 
5)digu = ———du;dctgu = — - du. 
cos? u sin? u 
; 1 1 
€) d arctg u = ———— du; d arecctg u = — ———— du. 
1 + u? 1+ u? 
: 1 
7) d aresin u= —————- du; d arccos и = 
Y1 — ui 





8) da" = a" In a du. 


1 
9) dinu = du. 
u 


Exemple : 


d (Зх + 25 = 5 (3x + 2)* - d (3x 4-2) = 5 (8z + 2! - 3 ат = 15 (3x + 2) da. 
1 "s S с a 
d ————— = d(72* + 1)3 = — 3 (72? + 14-a (7x24 1) = — 





(73? + 1(3 











- 1 н 
dl! sin х = ————— "d (sin 2) = 
2) sin x 
d (sin ех) = cos ех · de” = ех cos ех dz. 
1 1 
d(tg In х) = ————— + d(In x)= — dz. 


cos? In x cossin zr æ 




















d (arctg | x) 








1.+ (Iz) 
d (In sin? x) = ——— + d (sin? x) = - 2 sin æ- d (sin x) = 
sin? x sin? x 
1 t 
— — 2sin x- cosx: dr = 2ctg x dr. 
sin? x 


$8. DERIVATE DE ORDIN SUPERIOR 


1. Definitia derivatelor de ordin superior 


Fie f o funcţie derivabilă pe un interval Z. Derivata sa f' este de ase- 
menea o functie definită pe 7, deci se poate pune problema derivabilitátii sale. 

Dacă f’ este derivabilă într-un punci 20 Є 1, se spune că f este derivabilă 
de două ori în xz, Derivata în x, a lui f' se numeşte derivata de ordinul doi in 
лу a lui f şi se notează f” (xo): 


Га) —f ( х0) 





f" (200) = lim 
х-эҗу X — Xg 
Se obisnuieste de asemenea să se noteze derivata de ordinul doi a lui f 
df (2%) 


daz? 





in zy prin D?f (xo) sau 


Dacă f este derivabilă de două ori pe întreg intervalul Т, funcţia f" 
definită pe Z se numeşte derivata a doua (sau derivata de ordinul doi) a lui f. 
Pentru uniformitate, derivata f’ se numeşte derivata întîi (sau derivata de 
ordinul intti) a lui f, iar funcția f însăşi se numește derivata de ordinul zero 
a lui f. 

Se defineşte in mod analog derivata a treia, f", a lui f, ca fiind derivata 
derivatei a doua: f” = (f")', sau Dsf = D (D?f). 

Derivatele de ordinul zero, întîi, doi, trei se notează respectiv cu f9, 
f, fer [9: 

po =; [з= Jeff bi 


În general, derivata de ordinul n (n natural), dacă există, se notează 
cu f” sau D"f şi se defineşte ca fiind derivata derivatei de ordinul n —1: 


f = (fe, sau Df = D (D"f). 


























fit Rm 
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Exemple : 
1) f (z) Za; f (x) = 0, f^" (x) = 0, ..., f (x) =0, (n 21). 
2) g (x) = x; g (х) 1, g” (x) = 0, ..., g”) (х) = 0, (n > 2). 


3) h(x) = sin z; k (х) = cosx; A" (2) = — sin x; K” (x) = — cos т; 


hlV(x) = sin z, ... 


În particular ; r| =) 0; w| Е | 1; | =) 0; АГУ (5 | 1: 
2 ) 2 2 2 


2. Rádácinile multiple ale unui polinom 


In acest numár vor fi studiate cu ajutorul derivatelor de ordin superior 
rádácinile multiple ale polinoamelor. 

Fie P (x) un polinom. Sá considerăm ecuaţia P (2) = 0. 

Pentru prescurtare, rădăcinile acestei ecuaţii se numesc rădăcini ale 
polinomului Р (2). 
- бе stie din clasele anterioare că а este rădăcină a polinomului Р(х) 
dacă si numai dacă Р (x) este divizibil cu (x — a), deci dacă şi numai dacă 


există un polinom Q (x) astfel incit să aibă loc identitatea 
P (x) = (x — a) Q (a). 


Polinomul Q (z) are gradul mai mic cu o unitate decit gradul lui P (z). 
De asemenea, se stie cá a este o rădăcină multiplă de ordinul > (k > 0) 
a polinomului P (x), dacă şi numai dacă există un polinom Q (x), astfel incit 
P (x) = (x— a) Q (x) 
si О (а) = 0. 
Сіпа А = 1, 2, 3, .., numărul а se numește — respectiv — rădăcină 
simplă (de ordinul 1), dublă (de ordinul 2), triplă (de ordinul 3) ș.a.m.d. 
In cazul cind k = 0, a nu este rădăcină a lui P (x); se spune că a este 


rădăcină de ordinul zero a lui Р (2). 


I) Dacă a este o rădăcină de ordinul k > | a polinomului P (x), atunci 
a este rădăcină de ordinul k— 1 a derivatei P' (2). 


Într-adevăr, dacă a este rădăcină de ordinul F a lui P (х) se poate scrie 


identitatea 
P (x) = (x — a)" О (x), (unde О (a) Æ 0). 
Prin derivare, se obţine: 


PS kit- a)*1 Olx) + (x— а)“ Q'(x) = (2— a)* 1R Q(x) + (x—a) Q' (2)]. 
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Dacă notăm 0, (2) = А0 (x) + (x — a) Q' (x), rezultă: 
Qı (a) = RO (a) #0 
51 
P' (х) = (x — a)1 О, (а), 


deci a este rădăcină de ordinul k — 1 a derivatei P’ (2). 
In particular, dacă a este rădăcină simplă a lui P (2), a nu este rădă- 
cină a derivatei P' (2). 


Exemple : 


1) P (x) 12 -L 2x 1 sau Р(х) = (x + 1); — 1 este rădăcină dublă a acestui polinom. 
P' (х) = 2x 2—2(ct D; — 1 este rădăcină simplă a derivatei P" (x). 

2) Р(х) = 2 — ба? + 12 x — 8 = (x — 2); 2 este rădăcină triplă a lui P (x). 

P’ (x) = За? 12r 12 9 (x {х 1) = 3 (х — 2); 2 este rădăcină dublă a de- 


rivatei Р” (2). 


Observație. Afirmația reciprocă nu este adevărată. O rădăcină simplă sau multiplă a deri- 


vatei P’ (х) poate să nu fie rădăcină a polinomului Р (x). De exemplu : Р (2) = 1? 25 +3, 
Р" (2) 2х +2 = 2 (х + 1); 1 este rădăcină a derivatei Р’ (2), dar nu este rădăcină а 
polinomului P (x), deoarece P( 1) 1 2 de 


II) Dacă a este o rădăcină a polinomului P (x) şi dacă a este rădăcină de 
ordinul k— 1 > 0 a derivatei P' (x), atunci a este rădăcină de ordinul k a 
lui P (2). 

intr-adevăr, dacă p este ordinul de multiplicitate al rădăcinii a pentru 
polinomul P (x), (p > 1), atunci, conform proprietăţii 7, a este rădăcină 
multiplă de ordinul p — 1 pentru P' (х). Deci 


p- 1 k — I5 


de unde p k; prin urmare a este rădăcină de ordinul f a lui P (2). 
Exemplu : 
P (x) a? Ga? 12 x 8. Observăm că Р (2) 23 6.2? 12.2 8 0. 
P' (x) За? 12x 12 3 (a — 9): 2 este rădăcină dublă a derivatei P’ (2). 


Urmează că 2 este rădăcină triplă a lui P (x). 

Teoremă. Un număr a este rădăcină de ordinul г a polinomului P (2) 
dacă, si numai dacă 

P(a)=0, P'(a) = 0, ..., Р (a) = 0, Р) (a) 0. 

Într-adevăr. dacă a este rădăcină de ordinul & a lui P (2), atunci, con- 
form proprietăţii I, a este rădăcină de ordinul А — 1 a lui P’ (т), deci rădă- 
cină de ordinul Ё 2 a lui P” (т) s.a.m.d., deci rădăcină simplă a lui PC7D (т) 
şi deci nu este rădăcină a lui P? (x). Reciproc, dacă 


P (a) = 0, P' (a) = 0, ..., PED (a) = 0, P (a) 5 0, 
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din proprietatea 11 rezultă cá, deoarece P? (a) == 0, a este rădăcină simplă 
a lui PÉ (a), deci rădăcină dublă a lui P5 (x) s.a.m.d. 

Din această teoremă se deduce următoarea regulă : 

Dacă se stie că a este rădăcină а polinomului Р(х), pentru a stabili 
ordinul de multiplicitate al acestei rădăcini, se calculează valoarea deri- 
vatelor P (х), P” (x), ..., în punctul a; ordinul primei derivate din acest 
sir care nu se anulează in a este ordinul de multiplicitate al rădăcinii a 
pentru Р(х). 


Exemple : 
1) P (x) 725 us P (1) 7 7= 0; 
P* (x) 12 15; Р" (1) 12 Æ 0; 
deci 1 este rădăcină simplă a lui P (x). 
2) P (x) 25 zi x iza P (1) = 1 1 1+1=0; 
P) 521 fr? 1 şi P (1) = 5—4 1 0; 
pea) 20 x? 12 x* si Р“ (1) — 20 — 12 820; 


deci 1 este rădăcină dublă a lui Р(х). 


$9. APLICAȚII ALE DERIVATELOR ÎN FIZICĂ 


1. Viteza in migearea rectilinie 


Sá eonsiderám un mobil M care se miscá pe o dreaptă Ох (fig. 97) si 
să presupunem cá se cunoaște — in fiecare moment t — abscisa s a poziţiei 
mobilului. Această abscisă este funcţie (depinde) de timp, s (t). La începutul 
capitolului a fost definită viteza vt) 


e$ 








= sS pe care o are mobilul cînd trece prin 
$5, " 
ا‎ x punctul Mo, corespunzător momen- 
ا‎ р> * Е * А ә 
2 M, M tului 40, ca fiind limita următoare : 
I ; s (0 s (4) 
Fig. 97 OE.) = I Verr 
t>to t— to 
Dar, limita din membrul drept este derivata s' (4) a funcţiei s (t) în As 
punctul tọ, deci 
2 ds (t) iT 
U (to) = $ (to) = = . 
C 


Asadar : 


Viteza in mișcarea rectilinie este derivata spaţiului in raport cu timpul. 








plă 


bili 
apj- 
est 

а 


iei 
ul 
to) 
n 
T- 


e; 


in 
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De aici rezultă, in particular, cá dacă mişcarea este uniformă, viteza este 
constantă. 
Într-adevăr, în mișcarea uniformă legea de mişcare este : 
s (t) = at + b, deci v (t) = a. 
Exemple : 
1) Dacă mobilul se mișcă ре аха Ох după legea 
s (t) 2t 3, 
viteza sa este 
v (0) s' (I) = 2. 


Viteza mobilului este constantă, fapt care se explică prin aceea cá mișcarea este uniformă. 
2) Dacă legea de mișcare pe axa Oz este 


s (f) = 3t* — 2t +1, 
viteza sa este 
v (D) = 12 5 — 2. 


La momentul i 0, mobilul are viteza v (0) — 2; la momentult = 1, viteza este v (1) 10 


2. Aeceleratia in mișcarea rectilinie 


a) Sá considerăm un mobil în mișcare rectilinie. Sá presupunem că 
viteza sa este 
o (t) = 2t +- 1. 
Viteza nu este constantă, deci mișcarea nu este uniformă. Ne intere- 
seazá in aceste condiţii creşterea vitezei in unitatea de timp. Creşterea vi- 
tezei de la t= 0 la t= 1 este: 





0(1) — v (0) = 3—1 = 2. 
Creşterea vitezei de la t = 1 la 1 = 2 este: 
0 (2)— v (1) = 5—3 = 2. 
İn general, creşterea vitezei de la t = tọ la tọ + 1 este 
о (ty + 1) — v (t) = 2 (to + 1) + 1 — (2t + 1) = 2. 
Aşadar, în orice interval de timp de o secundă, viteza crește cu 2 m/s. 
Dacă măsurăm creşterea vitezei v (t) — v (1) între două momente oare- 
саге î, şi t, şi impártim această creştere a vitezei la creșterea 4, — t, a tim- 
pului de la 1, la /,, obţinem: 


v (t) — v (11) 20, + 1 (23-1) OAD 9 


А фу, 





6 1, 
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raportul dintre creșterea vitezei şi creşterea timpului este con- 


Aşadar, 
— creşterea vitezei este proporţională cu creșterea 


stant, sau — altfel spus - 
timpului. 

Dacă într-o mişcare, creşterea vitezei este proporțională cu creșterea timpului 
(adică dacă v (t) = at + С), raportul constant dintre creșterea pitezei şi creş- 


terea timpului se numește acceleraţie. În acest caz se spune că mișcarea este 


uniform accelerată. 
b) Să considerăm acum un alt mobil în mişcare rectilinie şi să presu- 
punem că viteza sa este 
o (i) =. 
Să calculăm şi în acest caz creșterea vitezei într-o secundă 
о(1)—% (0) = 1, 
э 


2 (2) — 0 (1) = 4—4 = 3, 


v(3)—v(2) 2 9—4 = 5. 


^ 


Observăm că, in intervale de timp egale, creșterea vitezei nu este aceeaşi, 
În general, raportul 
v (6$) — v (ly) — {0 


L—— == = fl‏ کی 
0 1 1 
ly lo ly — bo‏ 


se modifică о dată cu tọ si tu. Acest raport poate fi considerat ca o accele- 
ratie medie a mobilului in intervalul de timp de la tọ la /,, in sensul cá un 
mobil in miscare uniform acceleratá cu acceleraţia a, şi-ar modifica viteza 


in intervalul de timp de la tọ la t,, cu același număr de m/s ca și mobilul 
considerat. 
Pentru intervalul de timp de la tọ la alt moment tə, acceleraţia medie 
este: 
р (ta) — v (10) | 
а = ہے‎ o سے‎ t> pe lo. 
la zm lg 
Ne dám seama uşor că, cu cit intervalul de timp este mai mic, cu atit 
modificarea vitezei medii este mai mică. Sintem astfel conduşi să considerăm 
limita acestui raport : 
v (f) — v (10) i Eci 


lim — = lim (t + tj) = Zt, 
t— b tto ; 


110 
care este, prin definiţie, accelerația а (to) а mobilului în momentul 4, al tre- 
cerii sale prin poziţia Mg. Dar, limita acestui raport este derivata v’ (tọ) а 
funcţiei v (t). Aşadar 


а (to) = U" (to). 





iar 


ince 
am 
Q (t 
lichi 


intre 


Se I 


medi 


cátre 








ins 


ea 


11- 


81, 


un 
Жа 


lie 


"A. 
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Acceleratia în mişcarea rectilinie este derivata vitezei în raport cu timpul. 
Tinind seama de faptul că viteza este la rindul sáu derivata spaţiului, 





deducem că: 
Accelerația în mișcarea rectilinie este derivata а doua a spaţiului în raport 


cu timpul. 


Exemple: 1) Dacă mobilul se mișcă după legea s(t) = «t + b, viteza sa este р (I) 2 
(viteza este constantă, ceea се se explică prin faptul că mişcarea este uniformă), iar ассе- 
leralia sa este a (f) = 0. Așadar, într-o mişcare uniformă, accelerația este nulă. 

2) Dacă mobilul se mişcă după legea s (/) = «l? + bt + с, viteza sa este v (I) = 2al + b, 


iar acceleraţia sa este a (f) = 2x. 


Acceleratia este constantă, ceea ce se explică prin faptul că mişcarea este uniform accelerată, 


3. Debitul unui lichid 


Să considerăm un lichid în scurgere (de exemplu apa prin robinet). 
Să notăm cu Q (t) cantitatea de lichid care se scurge în intervalul de timp t, 
incepind de la un anumit moment de referinţă, pe care-l notăm cu 0. Pentru 
a măsura cantitatea de lichid scursă între momentele 1, si і, se face diferența 
Q (t) — Q (tı). Dacă în intervale egale de timp se scurg cantităţi egale de 
lichid, se spune că debitul lichidului este constant. 

În acest caz se numeşte debit cantitatea de lichid scursă în unitatea 
de timp. 

Putem calcula debitul, făcînd raportul 

Q (f) — Q (h) 


б =, 


intre creșterea cantităţii de lichid Q (/;) — О (11) si creșterea timpului t4 — t 
11 51 t4 fiind două momente oarecare. 
Dacă debitul nu este constant, raportul 


Q (19) — Q (1) 


i — t, 


se numește debitul mediu în intervalul de timp dintre t, si ta. 
Se numește debit D (tọ) al lichidului la momentul 4, limita debitului 
Q (t) — О (4) 


mediu 





1—4 
către to): 


> cînd creşterea timpului tinde către 0 (sau cînd t tinde 


0 


; * Q (5 — Q (t , 
р (to) == lim eu) A == Q (0). 


{>10 1—1, 





Aşadar : 


Debitul este derivata cantităţii de lichid, în raport cu timpul. 
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Exemple : | 





1) О@ф =®—Үї+ї; р(у=зе————; аза i 


2) 0(0) =f; D (t) = e. 


4. Intensitatea eurentului electrie 


Un curent electric care trece printr-un conductor se poate asemána cu 
un lichid de scurgere printr-o conductá. Putem vorbi si in acest caz de can- 
titatea de electricitate О (t) scursă prin conductor într-un timp t, incepind 
de la un anumit moment de referintá. 

Putem vorbi de asemenea de debitul de electricitate ca fiind derivata 


SAE ie Ё E | 
cantităţii de electricitate în raport cu timpul. І 
Debitul de electricitate se numește intensitatea curentului electric si se f 
notează cu J: o 
= ао 
10 =O = <. | 
dt 
5. Densitatea liniară a unei bare ( a unei repartitii liniare de masă) 
Să considerăm о bară OA (fig. 98). Să notăm cu m (x) masa porțiunii 
Oz din bară. Dacă diferite porţiuni de lungime egală au mase egale, se spune 
că bara este omogenă. Impártind masa m (x1) — m (x) a unei porţiuni (zy ту) 
í din bară, la lungimea sa Z7, 25; 
x . tes a « . T . 
—-  Obtinem densitatea liniară р a barei: 
0 x 
4 | m(zj)-— m (c) 
Fig. 98 бе аттата ас 
1 X, — To 
Dacá bara nu este omogená, raportul 
ză Gr 
m (х,у) — m (ту) f 
zı — Xy 
i : Mad 2 10 
se numește densitatea medie а porțiunii (х, х,у). O altă bară omogenă de 
aceeași lungime z} — Tọ si de densitate р ar avea aceeaşi masă. Pentru por- 
tiuni de lungime diferită, se obțin densități medii diferite. În acest caz den- 
sitatea р (2:,) a barei, în punctul de abscisá 2, este — prin definiţie — limita să Se 
A3 e Es „a т(т) — mM (To) à DUE. 9 à 
densitátii medii ————————-,cind z tinde către 20: 
X — Xy 





. m(x) — m (Xa) 
p (20) = lim ——————-. 
X— X9 





X — 10 
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Dar limita aceasta este derivata m’ (ж) a funcţiei m (x) în punctul (zo) 
asa incit ; 
dm (79) 
^de — 

Aşadar : 

Densitatea unei repartiţii liniare de masă este derivata masei în raport 
ш lungimea. 








că EXERCIŢII 
Utilizind direct definiţia derivatei, să se stabilească dacă următoarele 
funcţii sint derivabile în punctele specilice și — cînd este cazul — să se cale 
| uleze derivatele în punctele respective : 
1. f (x) = 222—2 4-3 în z—1; 2. f (x)= 2313—52?*--1inz—3; 
Е х—1 , : — 
3. f (zx) = pec, iip uie 2; 4. f(a) =z in х= 1; 
5. f(z) = cos z în = 0; 6. f (ж) = tg 22 + cos3zinz=0; 
28, pentru — 1 «1 
Tor(y = [P Ay în z=1; 
{ 2z—1, pentru 1 < s <2; 
Sa А 
| zsin—» pentru z 4-0 
8. f (z) — s in х = 0. 
| 0, pentru z — 0; 
9. Fiind datá functia : 
f(x) = a F «2—9, 
i . ] ^ A . з" A ‹ 
să se determine a, astfel încît tangenta la graficul funcţiei în punctul (2, f (2)), 
să fie paralelă cu prima bisectoare. 
10. Fiind dată funcția 
Г ; a 
r- x) = zo 
і (2) т? 1 


să se determine «, astfel încit tangenta la graficul funcţiei în punctul (3, f (3)) 
să formeze cu direcţia pozitivă a axei Oz un unghi de 60°. 

Aplicînd regulile de la $ 3, nr. 1, să se calculeze derivatele următoarelor 
funcții : 


11. f(z) = 22 — 72? + 2 + 1. 12. f (x) = 25 — 24 a* + 16 2. 


























13. f (x) 


15. f (2) 


LG 


Aplicind 


= > gt — 54? 4 – 1 


= 7 sin z — 22? + 1. 


= 2 cos z — 2? sin 2. 18. 
= 12 sin 2 + 2z cos z — 2 sin z. 
= (z?—2z)(r--1)smnz. 21. 


= (32 — 2)'% (5а? + 1). 23. 





1 
= 6087 
3 


= gin? x cos 2. 
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1 „3 as 2 
f(z) = -- 20 — За? | — 27, 
Li < 
14 — dat 2 a 4 1 24 
) f (a) = 94 — 2 cos 2 4-—2* т 


f (x) = 5 sin x cos x — 1. 


f (x) = (22 + x + 1)*. rel 


COS 2. 29. 


f(x) = сов 


= sin” z cos" x (m, n numere naturale). | 

















culeze derivatele următoarelor funclii : 


46. f(2) 


= =| = 





sm 2x | 
a) 




















) —3(2— 22) sin? x. 
I Ee nad l n9 nam ДУ аз 
= — 510° T COS? Z — —- 510° 2 COS x + — 810° 4 COS 2 — 
8 16 64 
САРУ : 3 
سے ا‎ sin 2 cos 2 + T. 
28 128 
r—1 4 P ах + b z 
= —— e 31. Ї (2) = ۾‎ 32. f (2) = 
Td сх -+ d 1 — 2х2 
3r —1 x 1+5 1 » х3 
= . 34. Î (2) == =. 85. f(x) =- ^ 
z 22+1 (1 + xj 
1 1 i re] 
" : sin 2 
= ш (mE. 08. E, 
sin x cos x 1 + созт А 
sin r — T cos t 
ie == e 40. f(x) = tg x + tg? x 
cos xr + x sin x 2 
dunes 1 3 49 1 65 1 53 
= — ctg — = ctg’ x. 12. f(z) = —tg?x-- —tg? ۾‎ | A 
3 9. x i 
— te L to? t3 to5 [1 7 44 sin z 
= tg xz tg x + = 055 r+ -tg z 44. f (z) = — . 
5 7 1+ tgv 
L, 3 > 
= + ва 4. 
cos* r cos? x. 
regula de derivare a funcţiilor compuse ($3, nr. 2) să se cal. 
1 
rei 














н 


е са]- 
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2 + sin 2x 


48, f(x) = م‎ 49. f(z) —cos? (2z —1)sin (2z—1). 
COS ZI 

50. f (zx) = 3 ѕіп? [(22 + x + 1)%]. 

51. f (x) — sin (sin x). 62. f (x) = tg (cos 2?). 

53. f (x) = tg? (cos 2). 54. f (2) = sin (cos? x) -cos (sin? 2), 

55. f(z) = sin" 2. cos nz. 56. f(x) = sin [sin (sin 2)]. 


Aplicînd regulile de la $5, nr. 1, să se calculeze derivatele urmátoa- 
relor funcţii : 

7 1 EQ 

57. f(z) = zlnz— 2. 58. f(z) 2 —. 59. f(x) = 


In т zr 


In x 





60. f(z) = 1n (3z — 1). él. f (a) = In (22 + z + 1). 








62. f (z) = lg (33 — 4). по == 

1-2 

64. f (zx) = In : RES 65. f (zx) = In sin 2. 
Anc X^ 


66. f (x) = In tg 2. 67. f (x) = Ш 1 =. 


68. f (zx) = In cos" x (n număr natural). 





69. f(x) = In (In (1 4- 2?)). 40. T (b) 2 tg? x + In cos 2. 
s 5 
m T S 2 1 = А 1 1 — sin c 
(1. f.(2)= sea a RES pa tg de (2. f (z) = — 1n Bones 
2 sin? х 2 дү 2 1 + sinz 


Aplicind regulile de la $5, nr. 2, să se calculeze derivatele urmátoa 
zelor funcţii: 


„73. Р(х) = ех (sin z — cos 4). (4. f (x) = е5* (sin 3z + 1). 
75. f(z) = e” (2 сов 3z + З віп 32). 76. f(z) = —— г. 
! 1 
77, f(z) = e* ЕСЕ Еа 
80. f (z) = = = а 81. f(z) = (a^, (n număr natural). 
82. f(z) = a™ +. 88. f(z) = Ec S eic е: 


Aplicind regulile de la $5, nr. 3, să se calculeze derivatele următoa- 
relor funcții : 
3 ! 


85. р(х) = 2z? — 10° +32 +1. 86. f(z) =z — 32%, 
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1 
87. f(z) = 27° + 3x5 + 245 3. — 88. f(x) = V azz. | 
89. f (x) = Ja + 2x — 1. 90. f (z) = za? + 1. 
3 
91) f (z) = (32 + 2) (z — 1) *. 92. f (z) = TR | 








93. f(x) = l'a + Үт. 94. f(z) = |: rz 


93. f (z) = z (a — z?) Va + a2. /96. f (z) = eY* (a 2— 3z + 62x * — 6). 











97..f (x) = In ——— 98. f (z) = In |: 3x 

a” + 1 10 — 3z 
99. f (2) = n TER 

1 — tgz 
100. f (2) = în [(z— VF FT] -ind 
2 Va +1+1 

101. f (z) = e rout 

х 4+ 1‏ س 
Aplicind regula de la $5, nr. 4, să se calculeze derivatele următoarelor‏ 

funcţii : 
Ыл 
10°. f (2) —4*. 103. f (2) کے‎ MER 
104. f (z) = z*^*. 105. f (z) = (tg zx)! * *. 
Aplicind regulile de la $6, să se calculeze derivatele următoarelor 
funcţii : 
106. f (z) = arcsin 1; f'(2) = ?, f (—2) =? 
x 
107. f (x) = (aresin g)? 108. f (z) = aresin (z?). І 
109. f(x) = arcsin (sin 2). 110. f(x) = arcsin : -› 
4a? 


(0= 700) = ? 
111. f (x) = arecos ER Р (8) = 0, Р (3) 2? 


2? 
1 + 22 








112, f (x) = ui arctg £ є 
а а 





). 


ОТ 


OT 
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А p= н p 2 1 Д 
114. f (x) = arcetg | 2. 115. f(x) = = arctg т + arctg —— - 
: 3 21—23 
116. f (2) == е“ -х?)агеіЕ x. 


Să ве calculeze derivatele următoarelor funcţii în punctele specificate : 


117. (2) =18 Кеба : | - In (x + 1) în punctul т 1, 
z+ ے2‎ 
: : 2 arcsin x 1 x [5 
118. f (2) — spin - in punctul = 12 
/1— z 1 + a 2 


119. f(x) = arctg — Ea e 


TE = (a + b 0) în punctul z = 0. 
D + d COS т, 


Utilizind rezultatele de la $7, sá se calculeze diferentialele functiilor 
de mai jos pentru valorile specificate in dreptul fiecáreia : 


120. f (2) = 1-2 41. 

















ау а= 15 dy-— 2 Ву) же Т day ate 2) = — 1, ағ = E 
10 120 120 
121. f (2) 2.26€; z—0, dx = i e 
192. f (a) = ==; z= 1; dz =. 
123. f(x) EFE == = A e R . 
_ 124. f (x)= 1n(1 — 232); 2 = — =; dz = : 1 Ё 


125. Un rezervor cilindric cu raza de 2,7 m conţine lichid рїпа la înăl- 
timea de 8,2 m. Ce volum de lichid trebuie scos pentru ca nivelul lichidului 
să coboare cu 15 cm? 


126. Un curent electric de 120 volti trece printr-o rezistentá de 550 ohmi. 
Cu cit se modificá intensitatea curentulul, cind rezisten(a creste cu 5 ohmi? 


Sá se arate că funcţiile următoare verifică identitátile scrise în dreptul 
fiecăreia : 
arc sin x ax 2 
=- A? (4 — 2?) f' (x) — ар (x) =1. 
22 + 2)1 — ln 2); f” (2) zz 1. 
; af" (2) = Гар (2) — f GT. 


130. f (x) = e* (1 + 2) + 2? + 22; f" (x) — Af (x) + Af (ж) = 422, 


198. f (z) 





129. f (2) 
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Utilizind rezultatele de la $8, nr. 2, sá se rezolve exercitiile de mai jos 


) 


(131—138) : | 


131. Care este ordinul de multiplicitate al rădăcinii z = 2 pentru poli- 
nomul Р(х) = 25 —5z* -+ 7 


z?— 220°? + 4r —8? 
132. Sá se arate că polinomul: 
P (x) = 1° + 2 — 628 — 12 22 — 11 х — 3 
este divizibil cu (x + 1)*. 
133. Să se arate că polinoamele: 
P,(2)= tt — (n +1) = + n şi P, (2) = nnzt!—(n--1)z*--1 
au ca divizor comun pe (2 — 1)?. 
134. Să se arate că polinomul : 
P (x) = (1— п?) 2^1 + (n + 1? а" —(n--1?z--n*—1 
este divizibil cu (x — 1)3. 
135. Sá se determine a şi b astfel incit polinomul: 
P (x) = az! + ba" --1 
să fie divizibil cu (z — 1)?. 
136. Sá se determine a astfel încît polinomul: 
P (x) = t — 3z + a 
să admită o rădăcină dublă. 
137. Să se determine a astfel încît polinomul: 
P (x) = z* — 62? + 10 z? — 8a 
să admită o rădăcină dublă. 
138. Sá se determine a, b, c astfel încît polinomul: 
Р(х) = (z + 1)5 + a(z + 15 + bz 4 c 
să fie divizibil cu (x — 1). 


139. * Legea de mișcare a unui mobil de masă 3 kg fiind s (t) = 5:2 — 


— 2t + 1, să se calculeze viteza, acceleraţia si energia cinetică a mobilului 
în momentul / = 3. 
140. Legea de mişcare a unui mobil fiind s(t) = at? + bt + 5, să se 


determine a si b știind cá in momentul / = 2 viteza mobilului este de 4 m/s, 
iar acceleraţia sa este de 3 m/s, 


* În problemele următoare spaţiile sint măsurate în metri, iar timpul în secunde. 





mai jos 


tru poli- 


= 5%— 


'obilului 
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141. Legea de mişcare a unui mobil fiind s (t) = a? + bt — 2, să se 


letermine х si b ştiind că viteza iniţială a mobilului este de 15 m/s, iar 


viteza la {і = 4 este de 40 m/s. 


142. Legea de mișcare a unui mobil fiind 5 (0) = «t? + bt + с, să se 
letermine а, b si c, ştiind cá mobilul pleacă dintr-un punct A situat la o 
listantáà OA = 10 m de origine si cá in momentul t = 2 mobilul se află in 
punctul B, situat la distanta OB — 6 m de origine, avind viteza de 6 m/s. 


143. Să se determine durata căderii unui corp care cade liber * de la 
o înălțime de 120 m, precum si viteza cu care corpul ajunge pe pămint. 


144. De la ce înălţime cade liber un corp dacă durata căderii sale este 


de 5 secunde? Cu ce viteză ajunge corpul pe pămint? 


145. Un corp este aruncat vertical in sus cu o viteză iniţială de 100 m/s. 
Sá se determine : 

1? durata ascensiunii; 

2? înălţimea la care ajunge mobilul; 

3? durata cáderii; 

4° viteza cu care ajunge pe pámint. 


146. Cu ce viteză iniţială trebuie aruncat vertical în sus un corp pentru 
ca să ajungă la o înălțime de 150 m? Care este durata ascensiunii ? 


147. Într-un vas continind o soluţie de nitrat de argint se introduc doi 
electrozi conectaţi la bornele unui acumulator. Măsurind (în mil:grame) 
cantitatea de argint q (t) depusă la catod în + secunde, se constată că ea ve- 
rifică relaţia g (1) = In (1 + t). Știind că g(t) este proporţională cu can- 
titatea de electricitate О (1) (măsurată in coulombi), să se determine inten- 
sitatea curentului electric care trece prin soluţie la t = 0 si la t = 2 (coefi- 
cientul de proportionalitate este 1,118). 

148. Printr-o rezistentá de 100 ohmi trece un curent electric alternativ. 
Stiind că-la fiecare moment t, cantitatea de electricitate, Q (t), scursă prin 
rezistenţă, este dată de relaţia Q (t) = 3 sin 2 mt coulombi, să se determine 
tensiunea maximă la bornele rezistenţei. 

149. Se consideră o bară metalică neomogenă OA, de lungime 6 cm. 
Másurind (in grame) masa unei porţiuni oarecare OM a barei, de lungime z, 
se constată că ea verifică relația m (x) = x + 222. Să se determine densitatea 


la mijlocul barei. 





* Aici si în problemele care urmează, se presupune că mişcările au loc în vid 


























CAPITOLUL X 
STUDIUL FUNCŢIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR 


$1. PROPRIETĂȚI GENERALE ALE FUNCŢIILOR DERIVABILE | 


1. Puncte de extrem ale unei funcţii 


Fie f o funcție definită pe un interval 7. 


Definiție. Se spune că un punct a € I este un punet de maxim | 
(local) al funcţiei f dacă există o vecinătate V a lui a în саге funcția are valori 
mai mici decît in a (fig. 99): f(x) < f (a) pentru orice тє V. 
|, Dacă a este un punct de 
у maxim al lui f, numărul f(a) se 
numește mazim al lui f, iar | ave 
punctul (a, f (a)) de pe grafic 
se numește punct de maxim 
al graficului. | 

t 





IT 
| | 
| 

E 


Definiție. Se spune 
că un punct b c I este un 
punct de minim (local) al func- | 
tiei f dacă există o vecinătate U 
| a lui b în care funcţia are 


| | 
| | 

i | A9 . valori mai mari decît in b 
га ы لولم‎ z 


(НЕ: ӨЧ) 


(6) 





fia) 




















Fig. 99 fb) < f (2), 
i pentru orice ze. 
Dacă b este un punct de minim al lui f, numărul f (b) se numeste 
minim al lui f, iar punctul (b, f (b) de pe grafic se numeşte punct de minim 
al graficului. 
Atit punctele de maxim, cit si punctele de minim ale lui f se numesc 
puncte de extrem ale lui f. Valorile funcţiei in punctele sale de extrem (maxi- 








E 


naxim 
' valori 


net de 
f(a) se 
f, iar 
grafic 
naxim 


spune 
te un 
func- 
tate U 
a are 
în b 


meste 


ninim 


umesc 


maxi- 
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mele şi minimele funcţiei) se numesc extremele funcţiei. Punctele de maxim 
şi de minim ale graficului se numesc puncte de extrem ale graficului. 
Observaţii. 1° O funcţie poate avea într-un interval mai multe puncte de maxim şi de 
minim (fig. 99). 
2°. O funcţie poate avea într-un punct a un maxim (local), fără a avea în a cea mai 
mare valoare din interval. Este posibil ca un maxim al funcției să fie mai mic decit un minim 


al funcţiei (fig. 99). 


În legătură cu punctele de extrem, se demonstrează teorema următoare : 


Teorema lui Fermat. О funcţie f derivabilă pe un interval I are derivata 
nulă în orice punct de extrem. din interiorul intervalului. 
Fie c un punct de maxim al funcţiei f aflat în interiorul intervalului 7. 


Există, deci, o vecinătate V a lui c, astfel incit 


f(x») < f (e) pentru orice ze V. 
Să arătăm cá derivata f' a lui f se anulează in c, adică 


f' (c) = lim [CO Ale A E 0. 


>€ t— с 


Dacă luăm т < c, atunci z — c < 051, deoarece f (x) — f (c) < 0, (x € V), 
avem : 





х) — f(c) ~ е 
OTO (кє V) 
z—c 
Rezultă că gi limita raportului este pozitivă: 
, . (x) (6) ^ 
f' (c) = lim Ге 19 0, 
xc L—c 
x«c 
Dacă luăm v >c, atunci ®— c >0 şi, deci, raportul este negativ: 
(2) — > f 7 
[00 — f (o жс 0 (ze V). 
r—c 


Rezultă că si limita raportului este negativă: 


. f) — (с > 

f (с) = im OO 2 0. 
x—c r—c 5 
xc 


Din inegalitátile f’ (c) > 0 şi f' (c) < 0 rezultă f’ (c) = 0. 
Dacă c este un punct de minim, demonstraţia se face in mod analog. 
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Interpretare geometrică. Deoarece f’ (c) = 0, tangenta la grafic în punctul 

(c, f (c)) este paralelă cu axa Ох (fig. 100). Teorema lui Fermat afirmă, deci, 
că graficul unei funcţii derivabile are tangentă paralelă cu Oz în punctele sale 
de maxim sau de minim, care nu 





4 coincid cu extremităţile graficului. 


(cfc) 


Observaţii : 


1? Teorema este adevărată şi dacă se pre- 
supune cá f este derivabilà numai in punctele 
de extrem. Într-adevăr, іп demonstrație s-a 
folosit derivata lui f numai în aceste puncte. 


2” Condiţia ca punctul de extrem, c, să 





| 
| 






e 





Fig. 100 


| 
| 
| (c, frc)) 
| 


fie în interiorul intervalului este esențială. Dacă 
с este o extremitatea intervalului /,s-ar putea 
ca derivata să nu se anuleze în c. 

De exemplu, pentru funcția f(x) = z 
definită pe [0, 1] (fig. 101) avem f’ (х) =1 
în orice punct, deci şi in punctul O în care 














funcţia are un minim si în punctul 1 în care 
funcţia are un maxim. 

3° Reciproca teoremei lui Fermat nu este adevărată; s-ar putea ca derivata să se anu- 
leze într-un punct c din interiorul lui /, fără ca c să бе un punct de maxim sau de minim 
(fig. 102). Asemenea puncte se numesc puncle de infleziune (v. 83). 





Fig. 102 


2. Teorema lui Rolle 


Teorema lui Rolle. Dacă f este o funcţie derivabilă pe un in- 
terval / si dacă are valori egale f (а) = f(b) în două puncte a si b din Z, 
(а < b), atunci există cel puţin un punet c cuprins intre a şi b (a < c < b), 
in care derivata se anulează: f' (c) = 0. 











nu- 
nim 
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Ipoteza afirmă că funcţia f are valori egale la extremităţile intervalului [а, b], f (a) = f (0). 
Putem găsi un interval |a, 5,] C [a, b] cu lungimea de două ori mai mică, astfel ca 
f (a) — f (b1). 


А Р h 
Într-adevăr, să notăm cu A lungimea intervalului [a, b]; — este jumătate din lungimea 
2 t 
2 


acestui interval. Se pot ivi două cazuri: 


х h 
1) f(a) = |a + =) = f(b); în acest caz alegem ca interval [a,, b,] unul dintre 


2 


h h 
intervalele Ё а + d sau | وس ل‎ | (fig. 103, a) si avem f (a) = f (bj). 

















y 
od е) 
| 7: | 
== = 
e A. 6, 
5 2 0$ 2- 





Fig. 103 


h 
2) f (a) Æ rs + il in acest caz, considerind functia 


i h n) 
ra= r+) -ro 


h 
definită pentru z € le a + 3 şi continuă pe acest interval, înlocuind pe x respectiv 


E 


h 
cu a şi cu a + E > obţinem: 


9 (a) = re t 2) — f (a), 


x h h | h 
o [a +2= ro—r[a t ro — re) 


2 


h 
Numerele Ф (а) și 9 [a + — | sînt de semne contrare, deci funcţia ф are valori de semne 
| 2 


h h 
v Există atunci un punctaj, a < dı < a + 7? 


contrare la extremităţile intervalului Ё а + = 


tn care funcţia o se anulează, o (a) = 0, adică (fig. 103,b): 
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AJUTORUL DERIVATELOR 








h h 
Notind b, ау + c intervalul [a;, 5,] are lungimea = $i f (a,) = f (b). Să observăm 
2 2 
că în acest caz avem a< a, < b, < b. 
h 
Procedind la fel, putem alege un interval [а,, b,] С [a,, b,] de lungime peu astfel cá 
f (а) = f(b,). Să observăm că putem alege intervalul [а,, 5,] astfel încît nici una din extre- 
milàtile sale să nu coincidă cu cele ale intervalului initial [a, 5], adică astfel ca 
а= Uy = D. < b 
Într-adevăr, dacă la prima operaţie sîntem în cazul 2) după cum am observat mai 
sus, avem a dy < b, < b, si deci cu atit mai mult a < og < ba b 
Dacă la a doua operaţie sîntem în cazul 2), atunci a, < da < by <b, si. deci, cu atit 
mai mult a < aa b, < b. Dacă la ambele operaţii sîntem în cazul 1), alegem prima dată inter- 
f h r . 
valul din stinga, deci a a, < 0 < 9 |deoarece b, a + < b] sia oară inter- 
« 
L 2 
: [ h . 
valul din dreapta, deci a; < a, < b, = b|deoarece a, < а + — = а, |, Rezultá atunci 
2* 
a< dû, < by < Б, 


Continuind indefinit această operație obținem un sir de intervale [äns bn] la extremitățile 
cărora funcția are valori egale. f(a„) = f (b„). Cele două șiruri ale extremităților intervalelor 
cu proprietățile următoare : 





asa, sa Ss X. Sbn S- Sb Sb xb 
si 
h r з 
— a, = — (pentru orice n). 
by dn Sn (pentr ) 
Sirul (a) este crescător și mărginit, deci (v. cap. III, $2) are o limită c: 
lim a, = c. 
n-— со 
у h ^ : A h . 
Dar b, = (b, — a4) F à; — — kan, deci: lim b, = lim — - lim а„=0-+ с=с. 
P < 
2" ج‎ со поо 2" n- o0 


Cele două şiruri ац aceeași limită e, cuprinsă in fiecare din intervalele [a,, b,], in par- 
ticular în intervalul [а„, 5]. Din observaţia de mai sus rezultă cá а < c < b. Mai mult, pro- 
cedind cu fiecare interval [a,, bp] așa cum s-a procedat cu intervalul [a, b], deducem că 


dy, < € < bp, oricare ar fi n. 


Funcţia f este derivabilă în c; deoarece a, — c si b, — c, avem 





f(o f (a4) f (с) f (bn) 
f (c) lin ——————- — ци ———-— А 
п-к € — а, Too c b, 
f (c) — f (an) f (c) — f (bn) 
Rapoartele - — —- ŞI —— ——— ——- au semne contrare, deoarece numărătorii 
€— d, Pci 


sint egali (f(a,) = f (b,)), iar numitorii au semne contrare (a, < c < b„). Rezultă atunci, 
prin trecere la limită in inegalităţi, cà f'(c) =0 şi teorema este demonstrată. 
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Interpretare geometrică (fig. 104). f' (c) este coeficientul „unghiular al tan- 
gentei la graficul funcției în punctul (c, f (c)). Deoarece f (c) — 0, tangenta 
este paralelă cu axa Ox. | 
Teorema lui Rolle afirmă, [I 
deci, că : dacă functia f are valori 
egale la extremitățile unui inter- 
val [a, b], există cel puțin un 
punct pe grafic în care tangenta 
este paralelă си axa Ox. Fla) 
Caz particular. Dacă a şi b f(&) 
sint rădăcini ale funcţiei, f (a) = 
f(b) — 0, teorema lui Rolle 
afirmá cá intre a si b existá cel | 
puţin o rădăcină с а derivatei, | | í 
f' (c) = 0. Am obținut astfel ur- g 
mătoarea ni Fig. 104 








Consecinţă. Între două rădăcini ale unei funcții derivabile se află 
cel puţin o rădăcină a derivatei. 


Observaţie. În demonstraţia teoremei nu s-a folosit derivata funcţiei f în punctele a si b. 
Teorema lui Rolle rámine adevărată dacă se presupune că f este derivabilă numai pe inter- 
valul deschis (a, b), dar continuă pe intervalul închis [a, b]. Dacă aceste condiţii nu sint verificate, 
concluzia teoremei lui Rolle poate să nu mai fie adevărată. 


Exemple : 


р А x, pentru 0 < x < 1 " Y 
1) Funcţia f (2) = (fig. 105) 
0, pentru UE 

este derivabilă pe (0, 1), ia valori egale la extremităţile intervalului f (0) = f (1) = 0, dar este 
discontinuă într-un punct din intervalul închis [0, 1], şi anume in punctul 1. Derivata este 
f (х) = 1 pentru 0 < 2 < 1, deci nu se anulează in nici un punct, 

2) Funcţia f(x) = | z | definită pe [— 1, 1] (fig. 106) este continuă pe intervalul închis 
[— 1, 1], ia valori egale la extremităţi dar nu este derivabilă în punctul 0. În celelalte puncte 


este derivabilă, şi anume : | 

Jy 
f' (x) = —1, pentru — 1 < x < 0, ў, 
Г' (х) = 1, pentru 0< 591, | 


Această funcţie nu verifică teo- 1% == | 
гета lui Rolle, căci derivata nu 
se anulează in nici un punct, | 


fapt care se observă de la in- 








ceput, deoarece funcția f(x) nu 
este derivabilă în tot intervalul 
[— 1, 1]. Fig. 105 Fig. 106 


al 
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3. Teorema creșterilor finite 


Teorema lui Lagrange (sau a eresterilor finite). Dacă f este о 
funcție derivabilă pe un interval 7, atunci, oricare ar fi punctele a si b din 7, 
(a < b), există cel puţin un punct c euprins între a $i b (a < c < D), astfel 
încît: 





f (b) — f (a) = (b — a) f' (с) 





Pentru demonstratie, se aplicá teorema lui Rolle functiei 
h (x) = f(x) — k (x — a), 


unde k este un număr ce urmează a fi determinat astfel са să avem A (a) = № (D). 
Dar, h (a) = f (a) şi h (b) = f (b) —k (b— a). Pentru a avea A (а) = h (b), 
trebuie, deci, ca 





f (а) = f (b) — & (b — a), 
deci : 
but i. 
b—a 
Deoarece funcţiile f(x) si (2 — a) sint derivabile pe J, urmează cá și A 
este derivabilă pe Ј si, deoarece A (а) = h (b), din teorema lui Rolle rezultă 
că între a 51 b există cel puţin un punct c, (a < c < b), astfel ca k’ (c) = 0. 


Dar 
k (x) = f' (x)— k 
si deci 
(0) = 00) — & = 0, 
ly sau À = f' (c), adică 


ro — fo ftu 


b— a 
de unde 
f (b) —f (a) = (b — a) Р (с). 


Interpretarea geometricd (fig. 107). 
Coarda AB are coelicientul unghiular 





În 
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te a 
Э b—a 


Tar 
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este 0 
din 7, 
astiel 


ig A 
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Tangenta la grafic în punctul M (ce, f (c)) are coeficientul unghiular f" (c). 
(b)— f (a) ‚ ` e 56 A M NR 
Dar D —/( = f (c). Teorema creșterilor finite afirmă, deci, cá există cel 
b—a 
puţin un punct de pe grafic în care tangenta este paralelă cu coarda AB. 
Observaţii : 
1? Ca şi teorema lui Rolle, teorema cresterilor finite rămîne adevărată dacă se presupune 
că f este derivabilă numai pe intervalul deschis (a, b) dar continuă pe intervalul închis [a, b]. 
ГО) — f (a) А ич: * ^ ^ 
2° Dacă f(a) = f (b, atunci ——— = 0, deci f’ (с) = 0. Teorema cresterilor finite 
J: == Q. 
conține, deci, ca un caz particular, teorema lui Rolle. 
3° Fiecare din egaiilăţile 


f (b) — f (a) 


f (b) — f (a) = (b — aX" (c) si = = f (c) 


poartă numele de „formula creșterilor finite" sau „formula mediei“, 
(1) — f(0) 1—0 
i—9)9 Жс 





Exemplu: f (x) = Vz. Avem f (0) = 0, f (1) = 1 si 


Există, deci, un punct c, 0 < c < 1, in care tangenta are coeficientul unghiular 1 (para- 
° sp: . . , 1 
lelá cu prima bisectoare). Putem verifica acest rezultat direct, calculind derivata f' (x) — Е = 
2|/az 
21: 


À Е 1 1 (1) — f (0) (1 
şi punind condiţia f (х) = 1, adică vz = 2. Se obține х = — deci ——————7—1f'|— |=1, 
Va 4 ti 


4. Consecințe ale teoremei creşterilor finite 


Din teorema creşterilor finite rezultă unele proprietăți care permit, 
uneori. determinarea unei funcţii atunci cînd se cunoaşte derivata sa. 

Se ştie că derivata unei funcţii constante este nulă. Reciproc: 

1) Dacă o funetie are derivata nulă pe un interval, atunci ea este con- 
stantă pe acest interval. 

Într-adevăr, fie f o funcţie definită pe un interval 7 cu derivata nulă 
pe 1, f (х) = 0. Să alegem un punct a € /. Dacă = este un punct oarecare 
din I, aplicînd teorema creşterilor finite deducem că există un punct c cu- 
prins între a şi т, astfel incit 

f (x) — f (a) = (x —a)f' (с). 
Dar f’ (c) = 0, deci f (ж) — f (a) = 0 oricare ar fi x Є Т, adică f (2) = f (a) = 
= const. 


Observaţie. Dacă mulțimea pe care funcția are derivata nulă nu este un interval (ci, 
de exemplu, o reuniune de intervale disjuncte), esle posibil ca funcţia să nu fie constantă 
pe această mulţime, 
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Exemplu: Funcţia f definită pe mulţimea A = (0, 1) U (2, 3) prin 


f 1, pentru z e (0, 1) 
(x) = 
: 2, pentru z € (2, 3) 


nu este constantă pe A, dar este derivabilă pe A şi are derivata nulă. 


Dacă f si g sint două funcţii derivabile pe o mulțime A şi dacă diferenţa 


lor este constantă, ele au aceeaşi derivată. 
Într-adevăr, din f — g = е, deducem f' — g' = 0, deci f' = g'. Reciproc: 


2) Dacă f si g sînt două funcţii derivabile pe un interval 7 si dacă au 
derivatele egale f' = г’ atunci ele diferă printr-o constantă. 

Într-adevăr, dacă notăm h '— g, avem № = f'—g' = 0, deci, con- 
form proprietăţii 1), k = c, adică f — g = c. 





Observaţie. Dacă funcţiile f si g au derivate egale pe o mulțime care nu este interval, 
diferenţa f —g poate să nu fie constantă. 
^ e 1 fel М | r T | x 
Exemplu : Funcţiile f si g definite pe mulțimea A 0 —IlUl-—* m] prin 
2 


f(x) = tgz 


tgx + 1, pentru ze (» =) 
g (х) = 
T 
tg r—1, pentru ze т» т 


au derivatele egale си * dar diferenţa lor nu este constantă pe A. Într-adevăr: 
5 y 


т 
| — 1, pentru xz є (o x) 
T 
| + 1, pentru ze |>, rf: 
2 


Din proprietatea 2) rezultă că, dacă f este o funcţie derivabilă pe un 





cos“ r 


f (x)— g (x) = 


interval /, atunci orice funcție care are aceeași derivată ca şi f se obține din f 
prin adăugarea unei constante C, adică este de forma f + C. 

Exemple : 

1) Dacă f’ (x) = 1, atunci f (x) = x + C. 


2 


a 
2) Dacă f'(x) = 2, atunci f(x) = — + C. 
pi 


3) Să se găsească funcţia f definită pe R, a cărei derivată este f’ (2) = 2r + 3 astfel 
са ](0) = 1. 
Avem f(x) = z? + 3z + C; [(0) = C, deci C = 1. 


Rezultă f(x) = а? + Зе +1. 


In 
formă 

R 

Di 
stantă, 


În 


sa este 
În 
form a 
Recipri 
Da 
În 
Aş 
sa este 


In 


Ini 
notind 
' 


§ 2. RO 


Dir 
determi 
funcții. 
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5. Aplicații la mişcarea unui mobil 


În capitolul IX, $9, s-a arătat că, dacă mișcarea unui mobil este uni- 


7 


formă (s (t) = «t + b), atunci viteza este constantă şi acceleraţia nulă. 
erenta Reciproc, putem deduce acum cá: 
| Dacă acceleraţia este nulă, viteza este constantă; iar dacă viteza este con- 
proc: stantă, mișcarea este uniformă. 
că au Într-adevăr, din a (t) = 0 deducem v (t) = а, iar din v (t) = a deducem 


s (t) = at + b. 
^" Așadar, mişcarea unui mobil este uniformă dacă, şi numai dacă, viteza 
е sa este constantă (sau accelerația sa este nulă). 
În capitolul IX, $9, s-a arătat de asemenea că dacă mișcarea este uni- 
nterval, form accelerată (e (t) = bt + c), atunci acceleraţia este constantă : 


a (t) = v' (t) = b. 
Reciproc : 
Dacă acceleraţia este constantă, mișcarea este uniform accelerală. 


Într-adevăr, din a (t) = b deducem v (t) = bt + c. 

Aşadar, mişcarea este uniform accelerată dacă, şi numai dacă, accelerația 
sa este constantă. 

Într-o mişcare uniform accelerată, legea de mișcare este de forma 


s (t) = at? + bt + c. 


Într-adevăr, din о (0) = At + b. deducem s (1) = 


to | 


At? + bt +c şi 


7 


1 х 2 
notind «x = = A, obţinem s (t) = «t? + bt + c. 


pe un { 
> din f 
$2. ROLUL DERIVATEI DE ORDINUL ÎNTÎI ÎN STUDIUL FUNCȚIILOR 


1. Intervale de monotonie ale unei funetii. 
Puncte de extrem 
3 astfel = А Ss х АМУ е 
з Din teorema creșterilor finite rezultă unele proprietăţi care permit 
determinarea intervalelor de monotonie si a punctelor de extrem ale unei 
funcţii. 


14—968 
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Fie f o funcție derivabilă pe un interval 7. 

1) Dacă derivata unei funcții este strict pozitivă pe intervalul 7, atunci 
functia este strict crescătoare pe T. 

Fie a și b puncte oarecare din 7, a < b. Din teorema creşterilor finite 


f 


rezultă că există un punct c € (a,b) astfel ca 
f (b) «mf (a) = (b — a) f' (c). 


Dar ун (c) >0 şi b—a >0, deci f(b) f (a) > 0, adică f (a) a f (b). 


Deoarece a și b au lost alese arbitrar in /, rezultă că oricare ar fi z, 2 
din Z avem f(z,) < f(z»), adică f este strict crescătoare pe I. 
Interpretare geometrică. Dacă derivata este strict pozitivă, tangenta la 


grafic formează cu axa Oz un unghi ascuţit | mai mic decit — |. Proprietatea 1 
: > ә 


à afirmă, deci, că dacă tangenta în 
7 


orice punct al graficului formează 
un unghi ascuţit cu аха Oz, 
atunci funcţia este strict crescă- 
toare (fig. 108). 


IT) Dacă derivata unei funetii 
este striet negativă pe intervalul 7, 
atunci funetia este strict .descres- 
eátoare pe /. 





Demonstratia se face ca 





mal sus. 

Interpretare georieirică. Dacă 
derivata este strict, negativă, 
tangenta la grafic formează 
cu axa Oz un unghi obtuz 


mai mare decit —| . Proprieta- 

2 
tea II afirmă, deci, că dacă tan- 
genta în orice punct al graficului 


formează un unghi obtuz cu 


axa Oz, atunci functia este strict | 
descrescătoare (fig. 109.) pr d - 


Cele douá proprietáti de mai | 
sus afirmă cá o funcție derivabilă М 





este strict monotonă pe aceleaşi 








"uet 


intervale pe care derivata sa pás- 
trează un semn constant. 
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Problema determinării interealelor de monotonie ale unei funcții. deri- 
vabile se reduce, deci, la aceea a determinării interealelor pe care derivata sa 
păstrează același semn. 

Toate funcţiile care vor fi întilnite mai departe au derivata continuă, 
deci intervalele maxime pe care derivata păstrează acelaşi semn se deter- 
mină cu ajutorul rădăcinilor reale ale derivatei (v. cap. VIII, $5). 

De aici rezultă calea de urmat pentru determinarea intervalelor de 


monotonie ale unei funcţii derivabile f: 


se calculează derivata sa f" ; 

se află rădăcinile reale ale derivatei; 

se determină intervalele pe care derivata păstrează acelaşi semn; 

după cum semnul derivatei este + sau —, se stabileşte dacă funcţia / 
este strict crescătoare sau strict descrescătoare pe aceste intervale. 


Rezultă apoi şi punctele de extrem ale funcţiei : 

dacă la stinga unui punct c din domeniul de definiţie funcţia este strict 
descrescătoare si la dreapta lui c funcţia este strict crescătoare, atunci с 
este un punct de minim; 

dacă la stinga lui c funcţia este strict crescătoare şi la dreapta lui c este 
strict descrescătoare, atunci c este un punct de maxim. 

Ultimele două rezultate se formulează cu ajutorul derivatelor astfel : 


Fie c un punct din domeniul de definiție al unei funcţii derivabile. 


III) Dacă derivata este striet negativă la stînga lui c şi strict pozitivă la 
dreapta lui c, atunei c este un punct de minim al funcţiei. 


Dacă derivata este strict pozitivă la stînga lui c și strict negativă la dreapta 
lui c, atunci c este un punct de maxim al funcției. 


În particular, dacă funcţia este derivabilă în c, atunci derivata se anu- 
lează în c (v. teorema lui Fermat). 
Dacă derivata are acelaşi semn de o parte și de alta a lui c, atunci c nu 


este punct de extrem al functiel. 


Aplicaţii la mișcarea unui mobil 

Dacă viteza o (t) a unui mobil este strict pozitivă, funcţia s (t) este strict 
crescătoare, deci mobilul se deplasează în sensul pozitiv al axei Oz. 

Dacă viteza e (1) este strict negativă, funcţia s (t) este strici descrescătoare, 
deci mobilul se deplasează in sensul negativ al axei Oz. 
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2. Exemple 


1) Fie funcţia f(x) = 2? definită pe R. Derivata sa este f (2) = 22 RI 
are o singură rădăcină, x = 0. Pentru z = — 1 < 0 avem f' (— 1) = 2< 0 
deci ре semidreapta (— со, 0) derivata este strict negativă; pentru 2 = 1 — 0 
avem f' (1) = 2 > 0, deci pe semidreapta (0, -+ oo) derivata este strict pozi- 


tivă. Punctul 0 este un punct de minim al funcţiei si f (0) = 0. 


Aceste rezultate se trec într-un tablou : 








x | — oo 0 L oo 
س‎ | — = — 
f' (2) | — 0 + 
| — - 
| " 
f(x) | + o w (0) 1 + co 


În ultima rubrică s-a indicat printr-o săgeată descendentă (^w) faptul 
că funcţia este strict descrescătoare și printr-o săgeată ascendentă ( 7 ) faptul 
că funcţia este strict crescătoare. 

În dreptul rădăcinii 0 a derivatei s-a indicat prin litera m faptul că 0 
este un minim al funcţiei, iar în paranteză, sub m, s-a trecut minimul funcţiei, 
f (0) = 0. În dreptul lui — оо si al lui - оо din rubrica intii, au fost scrise in 


rubrica a treia limitele funcţiei in aceste puncte: 


lim z? = lim 22 = + co. 


х —00 х->»- 00 


Acest tablou este suficient pentru а trasa graficul funcţiei (fig. 110). 
Deoarece derivata se anulează în punctul de minim, tangenta la 


| grafic în punctul (0, 0) este para- 
J lelă cu axa Oz (in fapt, este chiar 


аха Ох). 


2) Fie funcţia f(z) = EE 
+ bz +e (a #0) definită pe А. 


După cum se știe din clasa a IX-a, 
această funcţie are un extrem pentru 

b T 
а= SARE un maxim dacă 
a < 0, sau un minim dacă a >0. 
Vom regăsi aceste rezultate folosind 
metoda generală expusă la nr. 1. 





da 
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Derivata funcţiei este f'(2) = 2ax + b şi are o singură rădăcină, 
b : | b | ac — b? ; Ў T 
т= —-— iar | — Ez] m . Putem forma urmátoarele douá ta- 
2а 2а J 4а 
blouri, după cum a < Û sau a > 0: 
b 
a cO OEE + с> 
2a 
а. SA f' (x) | [= + 0 = n 
— — p S 
і ac b? 1 
f(x) | — о 7 | x — со 
| 1а 
be ; TURQUIE. Ж АЧ , 
În acest caz, pentru — — funcţia are un maxim (indicat în tablou prim 
2" 
х 1 ас р? MES 5 » 
litera M), care este — . —-— scris in paranteză sub M). 
4a 
b 
; oo —— + c 
2a 
a ОУ Е 0 — 
d - "1 —— == 
4 ac р? 
Tæ) | + N EE 7 L co 
| 4a 
: i. ; $us 
În acest caz, pentru — — funetia are un minim. 
2a 
3) Fie funcţia f(z) = 2? — 9x definită ре R. Avem f' (2) = 32? — 3. 
Derivata are rădăcinile — 1 si 1, f (— 1) = f' (1) = 0. Derivata păstrează 
un semn constant pe fiecare din intervalele (— со, — 1), (— 1, 1), (1, + ео). 
Pentru determinarea semnului deriva- 
: v 4 4 L 
tei. se calculează valoarea sa in cite un ty 


punct al fiecărui interval (de exemplu, 


f' (— 2) 9, f' (0) „Әд. f^ (2) = 9j 
sau se aplicá regula semnului trino- 


mului. 
Avem f(— 1) е) = 2: 


Putem forma următorul tablou : 





X 
1 2 1 1 со 
Fo) 0 — 0 
| M rn 
fi)|—o ^ (2) x (—2) H co 


Putem trasa acum дгапош iunc- 


tiei (fig. 111). 
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Observaţie. În punctele de maxim si de minim, tangenta la grafic este 
$ > o 


paralelă cu аха Oz. Pentru a trasa mai precis graficul funcţiei în jurul acestor 
puncte, este bine ca după ce am fixat in plan punctele de extrem ( 
şi (1, — 2) să 
paralel cu Ох. 


4) Fie funcția f(x) = е — хт definită ре R. 
Derivata sa este f'(z) = е — 1 


—4, 2) 
ducem in aceste puncte cite un mic seginent de dreaptá 


și are о singură rădăcină, z — 0. 
Pentru z = — 1 < 0 avem f' (— 1) = e1—1 < 0; pentru z = 1 > 0 avem 
f (1) = е —41 >0. Derivata este, deci, strict negativă pe (— со, 0) si strict 


ozitivă pe (0, oo). Punctul 0 este punct de minim al funcţiei. Avem / (0 
I pe | , I | і 
= е0 — (0) — 1. 


Putem forma următorul tablou : 


х | со e : 








Т" (2). ; ; n 0 а i Д 
т 
f(x) | + oo N (1) A Too 


Observaţie. Deoarece minimul funcţiei este strict pozitiv, funcția este strict pozitivă pe 
toată dreapta, adică e* — x> 0, sau e> т. Acest rezultat a fost obţinut anterior pentru 
т > 1 ре altă cale (v. cap. V II). 


5) Fie funcția f(x) = In х — z definită pe (0, co). Derivata sa este 


—1 şi are o singură rădăcină, z = 1. Se poate forma urmă- 


k |= 


== 


torul tablou: 











* * 0 — EE 








M 
ص‎ - A (-1) ^w = o 


Deoarece funcţia f(z) = In z-— z nu este definită pentru x < 0, în 
tablou s-a hașurat porțiunea corespunzătoare. Punctul 0 este extremitatea 
intervalului (0, co) pe care funcția este definită, dar in 0 funcţia nu este 
definitá; de aceea punctul 0 a fost trecut in tablou in dreptul liniei verticale 
care separă partea hasuratá de cea nehasuratá. 

Semnele derivatei se determină ca şi în exemplul precedent, 
vatei o valoare la stinga lui 1 [de exemplu f| - 


dind deri- 


=4 > 0) şi o valoare la 
dreapta lui 1 (de exemplu f’ (2) = — i < 0) . Punctul 1 este punct de maxim 


al funcţiei si f (1) = In 1 —4 = — 1. 
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Observalie. Deoarece maximul funcției este strict negativ, rezultă că funcţia este strict 


negativă pe (0, со), adică In xz — x < 0, sau hz < T pentru 2 > 0. Acest rezultat a fost 


x 


obţinut anterior (V. сар. VII) din inegalitatea т< €“, (ZT > 0), prin logaritmare. 
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4. Convexitate si eoneavitate. 
Punete de inflexiune 

În paragraful precedent s-a arătat că semnul primei derivate dă indicaţii 
cu privire la creşterea sau descreşterea funcţiei. De multe ori, aceste indicaţii 
nu sint suficiente pentru trasarea graficului. 

O funcţie derivabilă poate fi strict crescătoare în două moduri (fig. 112), 
după cum tangenta la grafic se allă deasupra graficului sau sub grafic. De 
asemenea, o funcţie poate fi strict descrescătoare în două moduri (fig. 113) 
după poziţia tangentei faţă de grafic. 


N 





x 
- 0 
Fig. 112 Fig. 113 

Pentru a distinge diferitele poziţii ale tangentei faţă de grafic s-a adoptat 
definiția următoare : 

Definiție. Fie f o funcție derivabilă pe un interval I. 

1) Se spune că f este convexă pe 1 dacă tangenta în orice punct al gra- 
ficului se află sub grafic (fig. 114). 

2) Se spune că f este concavă pe I dacă tangenta în orice punct al gra* 
ficului se află deasupra graficului (fig. 115). 
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Fig. 114 Fig. 115 


Se spune că graficul unei funcţii derivabile este o curbă convexă dacă 
funcţia este convexă şi că este o curbă concavă dacă funcţia este concavă. 

În figura 116 sint reprezentate curbe convexe. Se vede că, luînd pe curbă 
puncte din ce in ce mai spre dreapta, tangenta formează cu axa Oz un unghi 
din ce în ce mai mare (deci coeficientul unghiular al tangentei este din ce în ce 
mai mare), 








0 





Fig. 116 


in figura 117 sînt reprezentate curbe concave. Se vede că, luînd pe 
curbă puncte din ce în ce mai spre dreapta, coeficientul unghiular al tan- 
gentei este din ce în ce mai mic. 

Semnul derivatei a doua dá indicaţii asupra convexităţii si concavi- 
tăţii funcţiei. 
Fie f o funcție derivabilă de două ori pe un interval Z. 


n 
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I) Dacă derivata a doua este strict pozitivă pe intervalul 7, atunci funcția 
este convexă pe 7. 

II) Dacă derivata a doua este strict negativă pe intervalul 7, atunci 
funetia este concavă pe 7. 


Demonstrația acestor proprietăţi depăşeşte cadrul manualului; de aceea 
dăm următoarea justilicare geometrică : 

Dacă derivata a doua f” este strict pozitivă pe Z, derivata intii f’ este 
strict crescătoare pe 7. Deoarece derivata f’ (2) intr-un punct z € I este egală 
cu coeficientul unghiular tg x al tangentei la grafic în punctul corespunzător 
(x, f(2)), rezultă că, dacă xz creşte, f’ (х) creşte, deci unghiul х (format de 
tangenta la grafic cu аха Ох) creşte de asemenea (fig. 116). 

În acest caz, graficul se află mereu deasupra tangentei, deci graficul 
este o curbă convexă. 

În cazul cind derivata a doua este strict negativă, se procedează în 
mod analog (fig. 117). 


Observaţie. Pentru a retine ngor că, dacă derivata a doua este strict pozitivă (+), func- 
lia este convexă, să observăm că graficul unei funcţii convexe seamănă cu o porțiune din 
secțiunea unui vas așezat cu deschizàtura în sus, in asa fel încit să colecteze, să adune (+), 
un lichid ce s-ar turna în el. 











| Y 
| 
р; 
/ / 
/ 
/ 
А / 
/ 
/ 
A / 
e Or A — 1 Ж. 
0 


Fig. 117 


Cele două proprietăţi de mai sus afirmă că o funcţie derivabilă de două 
ori este convexă sau concavă pe aceleaşi intervale pe care derivata a doua 
păstrează un seran constant. 

Problema determinării interealelor de convezilale sau de concaeitate se 
reduce, deci, la асеса a determinării intervalelor pe care derivata а doua păs- 
trează același semn. 
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Funcţiile care vor fi intilnite mai departe au derivata a doua continuă, 
deci intervalele maxime pe care derivata a doua păstrează același semn se 
determină cu ajutorul rădăcinilor reale ale derivatei a doua (v. cap. VIII, $3). 

De aici rezultă calea de urmat pentru determinarea intervalelor de 
convexitate şi concavitate ale unei funcții f derivabile de două ori: 

se calculează derivata a doua f”; 

se află rădăcinile reale ale derivatei a doua; 

se determină intervalele pe care derivata a doua păstrează același semn ; 

după cum semnul derivatei а doua este + sau —, se stabilește dacă 
funetia f este convexă sau concavă pe aceste intervale. 


Uneori, semnul derivatei a doua este de asemenea util pentru a stabili 


dacă un punct de extrem al funcţiei este un punct de maxim sau de minim : 


III) Dacă într-un punet de extrem, c, avem f" (c) > 0, atunci c este un 
punct de minim, iar dacă avem f” (с) < 0, atunci c este un punct de maxim. 


Într-adevăr, dacă f” (c) > 0, tangenta la grafic in punctul (e, f (c)) se 
află sub grafie, deci c este un punct de minim, iar dacă f" (c) — 0, tangenta 
la grafic se află deasupra graficului, deci c este un punct de maxim (fig. 115). 

Un punct M (a, f (a)) al graficului unei funcţii se numeste punct de infle- 
ziune al gralicului dacă graficul are tangentă in acest punct şi dacă de o 
parte a lui M graficul este о curbă convexă şi de cealaltă parte a lui M gra- 


y 





Fig. 118 


ficul este o curbă concavă. Abscisa a a punctului M se numeşte punct de 
inflexiune pentru funcție (fig. 118). Aşadar, un punct de inflexiune al funcției 
este un punct de extrem al derivatei de ordinul intii. 
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Dacă M este un punct de inflexiune, atunci tangenta în M traversează 
graficul, deoarece de o parte a punctului M tangenta se află sub grafic, iar 
de cealaltă parte a lui M tangenta se află deasupra graficului. 

Din cele două proprietăţi de mai sus rezultă, încă, următoarea pro- 
prietate : 

Fie c un punct din domeniul de definiţie al unei funcţii de două ori 
derivabilă. 

IV) Dacă derivata a doua este strict pozitivă de o parte a unui punet c 
şi strict negativă de cealaltă parte a lui c, şi dacă graficul are tangentă în 
punctul corespunzător (c, f (c)), atunci c este un punct de inflexiune. 


In particular, dacá f este derivabilá de douá ori în c, atunci f” (c) = 0. 
Dacă derivata a doua are acelaşi semn de o parte si de alta a lui c atunci 


c nu este punct de inflexiune. 


2. Exemple 


1) Fie funcţia f(x) = lx definită pe [0, + со]. 
NS ; 1 " эй УТЫ 
Derivata intii este f’ (2) ca nu se anuleazá; este strict pozitivà 
x 
pe (0, 4- со). 


; 1 
Derivata а doua este f” (2) = — Үз 
te concavă. Avem lim/z= + оо. 
x- o 





nu se anulează; este strict 


| د 


л 


negativă pe (0, + со), deci funcţia e 


Putem forma următorul tablou : 


2 || АБС Ае 
Zis x i A po 
vnu ao tm 


Putem trasa acum graficul (fig. 119). Pentru a mai obtine un punct al 
graficului s-a trecut in tablou si valoarea 1 a argumentului z. Deoarece funcţia 















nu este derivabilă în 0, s-a tras o linie verticală pe rubrica a doua și rubrica 
a patra, în dreptul valorii 0 a lui z. 

Să observăm că numai cu indicaţiile date de derivata intii nu am fi 
reuşit să decidem dacă graficul functiei f este cel trasat continuu sau cel 
trasat punctat (fig. 119). 
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2) Fie funcţia f(x) = 2” (n natural) definită pe (— co, + co). Deri- 
vatele sint : 
t 
Y f (2) = 2м” 


f" (т) = 2n (2n — 1) x?” 2 





fa 








0 


Fig. 119 Fig. 120 


Derivatele f' si f’ ‘au o singură rădăcină, 0. Putem forma următorul 
tablou : 





Г“ (x) | 0 
= = = = 5 
| 
[(x) | со " (0) T 00 
1" (т) | + 0 } 


Punctul 0 este punct de minim. Funcţia este convexă pe (— co, + co). În 


figura 120 s-a trasat graficul funcţiei f(x) = zt. 
3) Fie funcția f (2) = z?'"*! (n natural) definită pe (— oo, + oo). Deri- 


vatele sint : 
F (x) = (2n + 1) z? 
f" (a) = (2n + 1) 2nz?"-1, 


Derivatele f’ si f" au o singură rădăcină, 0. Putem forma următorul tablou : 











х со 0 со 
[ l v 3 

f | peter 0 3 a co 
r | EL > 26 





€————————— 


| 
| 
| 
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Funcţia este mereu crescătoare. La stinga lui 0 este concavă. la dreapta 
lui 0 este convexă; 0 este punct de inflexiune; tangenta in 0 este orizontală. 
În figura 121 a fost trasat gralicui funcţiei f (x) = 45. 


y 





Fig. 121 Fig. 122 


4) Fie funcţia f (x) = 1 definită pe R— (0). Derivatele sint: 
r 











1 ji 2 
Fao = Р" (0) = — 
x T 
Tabloul : 
z — СО 0 + oo 
fo) = = EUN V o 
fiel 9 x —o| +o S 0 
rol == | ++ 
Se observă că în 0 funcţia are limita la stinga f (0 — 0) = — co si limita 
la dreapta f (0 + 0) = + оо. În dreptul lui 0 am tras o linie verticală, pentru 


a indica faptul că funcţia si derivatele sale nu sint definite în 0. Graficul 
este trasat in figura 122 gi este o hiperbolă. 

Se observá cá ramurile nemárginite ale curbei se apropie din ce in ce 
mai mult fie de axa Oz, fie de axa Oy. Spunem că Oz şi Oy sint asimptote 
ale curbei (v. paragraful următor). 

Punctul 0 nu este punct de inflexiune, deoarece funcţia nu este definită 
în acest punct (deși derivata a doua are semne diferite de o parte şi de alta 
a lui 0). 








$4. ASIMPTOTE 


Y Pentru curbe care sint nemărginite în plan (care nu pot fi cuprinse 





într-un dreptunghi), se pune problema dacă ramurile lor nemárginite se 





apropie necontenit de o dreaptă, într-un sens care va Îi precizat mai jos. 





O asemenea dreaptă, dacă există, se numește asimptotă. 





Asimptotele pot fi împărţite în două clase: asimptote verticale sau 





paralele cu аха Oy şi asimptote oblice sau neparalele cu axa Оу. 















1. Asimptote verticale 









Dacă într-un anumit punct d cel puţin una din limitele la dreapta sau 
la stinga ale unei funcţii f (x) este infinită, atunci dreapta x = a se numeşte 





asimptotă verticală a graficului funcţiei considerate. Pentru existența asimp- 





totei verticale nu este nevoie ca funcţia f să fie definită si in a. 





Dacă f este definită şi continuă in a, atunci limitele laterale in a sînt 





finite şi egale cu f (a), deci: 





graficul nu are asimptotă verticală în punctele de continuitate ale funcţiei. 





Pentru funcţiile pe care le intilnim in mod obişnuit, punctele in care 





există asimptotă verticală pot fi ușor determinate. De exemplu, funcţia tg x 





" . - N с 5 T 
are asimptote verticale in punctele de forma z = (2k + 1)- 
2 


funcţia ctg z are asimptote verticale în punctele de forma z = kr, kintreg; 


: k întreg; 






funcţia In z are asimptotă verticală in z — 0; raportul LÍ a două funcții are 
g 
asimptote verticale în punctele in care se anulează numitorul ete. 









Exemple : 





1) Pentru funcţia f(x) = tg x, avem: 





lim tg x = - oo și lim tg t = — oo, 








x x 








ю [а wa 
vja ma 


x« 








т 
deci, în punctul а = — graficul funcţiei are asimptotă verticală (fig. 123). De asemenea, în 
z > 








T 


orice punct de forma (2k + 1) — funcţia tangentă are asimptotă verticală. Se observă că, 
2 
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993 





T 


pe măsură ce = se apropie de — › graficul se apropie de asimptotă; mai precis, distanţa 
А a 
dintre grafic şi asimptotă, măsurată pe orizontală, tinde către 0 cînd z tinde către E 
2) Pentru funcţia f (x) = loga x (a > 0,a £ 1), аха Oy este asimptotă verticală deoarece : 
lim log, со dacă a> 1, (fig, 124) 


x—0 














3) Dacă «> 0, funcţia putere f(r) = 


lim 
x20 Z* 


0 





45 





Fig. 123 


co (fig. 126}. 


0<a<1 


lim loga x = 4- oo dacă 0 
х-+0 
e 
J/ x 
— n 


1 


r" 


<а< 1 (fig. 125). 


Fig. 124 


are ca asimptotă verticală axa Oy, deoarece 











Ju 


Fig. 


126 
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2. Asimptote oblice 


Fie f o functie al cárei domeniu de definiție contine o semidreaptá (a, со). 
O dreaptă y = mz + n este asimptotá oblicá la graficul functiei f dacá dis- 
tanta dintre dreaptă si grafic, măsurată pe verticală, tinde către 0 cînd т 
tinde către со, 


lim [f (2) — mz — n] = 0. 


Se spune cá dreapta y — mz + n este asimptotă la ramura spre -+ со 
a graficului. 

În mod analog, dacă domeniul de definiţie al funcţiei conţine o semi- 
dreaptă (— оо, a), atunci o dreaptă y = mz + n este asimptotă la graficul 
funetiei f, dacă distanța dintre dreaptă si grafic măsurată pe verticală tinde 











către 0 cind z tinde către — co : | 
: x * I 
lim [f (z) — mz — n] = 0. 
x © | j 
În acest caz, se spune că dreapta y — mz + n este asimptotă la ramura g 
spre — co a curbei. 1 
Să presupunem cá y — mz + n este asimptotă la ramura spre + co, deci : 2 3 
lim [f (x) — mz — n] = 0 
хә -† oo 
şi să găsim o legătură între funcţia f si coeficienţii m şi n. i 
Avem : E 
f (x) — mz = [f (2) — mx — n] + n, 
deci : k € 
lim [f (ж) — mz] = lim [f (z) — mz — n] 4- n = n. 
x- + с x- +оо : 
Aceastá egalitate ne dá ordonata la origine, n, a asimptotei. Mai departe : 1 
) : lim [f (x) — mz] 
* r . r)— mr С L n 
lim |I 4] — lim {© = RE ق‎ i = 0, 
×+ + oo т ×+ + 0 х lim z - oo 
x- oo | 
Deoarece 
(x) (т) : 
um Ə m + т, 
x x | | 
deducem 
б x) А т 
lim 1092 lim |£ (9... т| -+ m = т. 
xo T x---oo х . . 
Această egalitate ne dá panta m a asimptotei. | | 
LI 


gaa 
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Asadar: pentru ca dreapta y = mz +n să fie asimptotă, trebuie ca 
panta m şi ordonata la origine n să verifice egalitátile : 


= f) Ж, 
m= lim H ‚ pn-hm[f(z) — mz]. 


x--o X хә +0 





Reciproc, să presupunem că există limita finită : 


lim = 


x- 0 x 





m 


şi limita finitd : 
lim [f (z) — mz] — n. 
хә 


Rezultă atunci că: 
lim [f (2) — mz — n] = 0, 
х + 
deci dreapta у = mz + n este asimptotă. 
Aşadar, rezultă următoarea regulă pentru determinarea asimptotei la 
ramura spre + oo а curbei: 
se caută limita 
lim 4 


хэ +оо T 





= m. 
, 


dacă m este finit, se caută limita 
lim [f (2) — mz] = n; 


* 20 


dàcá si n este finit, dreapta y = mz + n este asimptotă là ramura spre + oo 
a curbei. 

Observaţii. 1° Dacă cel puţin una dintre cele două limite nu există sau 
este infinită, curba nu are asimptotă la ramura spre -+ со. 

2? Dacă lim f(z) = a si a este finit, atunci dreapta у = а este asimp- 

X— + 99 

totá, paralelă cu axa Oz (panta este m = 0 şi ordonata la origine este n = a). 
Aceste drepte sint numite asimptote orizontale. 

Urmind o cale analogă, obținem următoarea regulă pentru determi- 


narea asimptotei la ramura spre — oo a curbei : 
se caută limita 
$ (2) 
lim 102 — т’; 


x-—o T 
dacă m este finit, se caută limita 


lim [f (£) — m'z] = п"; 
х>—‹ 
dacă si n este finit, dreapta y = m's + n’ este asimptotă la ramura 
spre — co a curbei. 


15—968 
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Dacă lim f (z) — b si b este finit, atunci dreapta y — b este asimptotá 


X—— 06 


paralelă cu axa Oa 

















Exemple 4 Ed 
1 D 
1) f(x) = — (у. 53, fig, 122) 
$ 
f(x) 1 л у - е E 1 
m lim —— lim — 0; n = lim [f (x) — mz] = lim f(x) = lim = = 0; ‚ 
>+% T х o Х° х4 со = + 00 x oo X 
4 f(x) Т 1 A : 1 ; : 1 
m' lim —— = lim = 0; п = lim[f (zx) — mz] = lim = =0. 
x——oo «X хер—оо T? Y—-— 00 x——oo T 
Graficul functiei are asimptota orizontală у 0 (axa Oz) (atit la ramura spre + co 
cit si la cea spre — оо). 
2) f(x) = x? (v. 82, fig. 110), 
Р f(x) ч 
m lim —— = lim t —4- оо, 
x— oc 1 ×= 00 
Graficul funcţiei nu are asimptotă la ramura spre + co. 
: fx) i 
m lim — = lim t= — 00, 
p—00 4 حي‎ 
Graficul nu are asimptotă nici la ramura spre Со. 
Graficul funcţiei x? este o parabolă. Rezultă са parabola nu are asimptote. 
3) f (x) = sin x 
x fx) s sin c TM 4 A : UE : ^ 
т = m — = lim = 0. Dar f(2)—ma= sin x, iar această funcție nu are limită 
x>+o x = + 00 x 
în punctul + oo. Functia sinus nu are, deci, asimptotă la + oo. La fel se arată că nu are 
asimptotă nici la 00. S 
е х° + 21 1 EUN x 
4A f(x)z-— — —— definită pe А — (1). o 
a 1 
Să stabilim mai întii dacă dreapta x = 1 este asimptotă verticală. Pentru aceasta cal- 
am limitele f (1 — 0) si f (1 + 0). Avem: 
: i 1° + 2% + 1 
fü 0) — lim — = — 00 
+ 4 
xl X 1 
x«l 
_ ..om*-L 22 41 
fa + 0) = lim- = + o, 
dl r—1 
x1 , a 


Așadar dreapta z — 1 este asimptotă verticală. 














$ 4. 


ASIMPTOTE 





Să vedem dacă există asimptote oblice: 





: f(x) ; а? + 22 +1 
т = lim —— lim ——————— = 1; 
А хэ фос T х—>+с 22 — g 
К А > а + 2r + x Зх + 1 s 
n = lim [f(xz) — mz] = lim х | —lim 3. 
>+ x 4-00 x — i x---o r—1 


Dreapta y = x + 3 este asimptotă la ramura spre + oc. 


f (x) 


Se calculea 








--oo x 


2 


Dreapta y = x 4 З este 


asimptotă şi la ramura spre 
oc. 


apoi mr = lim —— = 1 şi п! 


= lim [f (x) — m'z] = 3. 


+> — со 


ly 














P4 
Să studiem această func- 
ție şi să-i trasăm graficul, 
Derivata intii este ; 
F a? — 2r — 3 
[© = —— _ 
(2—1)? 
Rădăcinile derivatei intii 
sint date de ecuaţia: 
z? 2x — 3 = 0. 
Găsim 2 ——— 
t 1 У « 
= 134 1+3 =1 2, 
adică x, = —1 si z,— 3- 


Semnul derivatei coincide cu 
acela al numărătorului, de- 


oarece numitorul este pozitiv, 


Putem sá ne dispensám de derivata a doua si 





Fig. 127 


sá formám tabloul urmátor : 











t o0 —1 1 3 H оо 
f ze i X 

= M s = ^ m ui 
Ц РУО ге e ra ау CSS 


Pentru trasarea graficului, se desenează mai intii asimptotele x 


—1siy = x + 3 (fig. 127),* 


apoi punctul de maxim al graficului M (— 1, 0) si punctul de minim m (3, 8). În aceste puncte, 


tangenta este paralelă cu axa Oz, deci {газат cite un mic segment orizontal. Se trasează 


apoi graficul, tinind seamă de indicaţiile din tablou, 
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$5. REPREZENTAREA GRAFICĂ A FUNCȚIILOR 








Pentru a construi graficul unei funcţii este necesar să determinăm pe 
etape următoarele elemente : 

I. Domeniul de definiție al funcției 

1) De cele mai multe ori se întîlnesc funcţii elementare. Dacă domeniu] 
de definiţie nu este precizat, se subintelege că el este format din toate punc- 
tele pentru care eperatiile prin care este definită funetia au sens; in acest 
caz, trebuie determinat domeniul maxim pe care poate fi definită funcția. 

2) Se determină — dacă există — punctul in care graficul taie аха Оу, 
anume punctul (0, f (0)); se calculează, deci, f (0). 

3) Se determină — dacă există — punctele de forma (x, 0) în care gra- 
ficul taie аха Oz; se rezolvă, deci, ecuația f(x) = 0. 

4) Se calculează, dacă există, lim f (x) şi lim f (2). 

x>— со х->-+% 

II. Derivata intii 

1) Se calculează derivata întii, f’. 

2) Se rezolvă ecuaţia f’ (2) = 0. Rădăcinile acestei ecuaţii vor fi 

| — eventual — puncte de maxim sau minim pentru funcţie. 

3) Se determină intervalele pe care derivata intii păstrează semn constant 

III. Derivata a doua 

1) Se calculează derivata a doua, f”. 

2) Se rezolvă ecuaţia f” (z) = 0. Rădăcinile acestei ecuaţii vor fie even- 
tual puncte de inflexiune. 

3) Se determiná intervalele pe care derivata a doua pástreazá semn 
eonstant. 

IV. Asimptote 

1) Asimptote verticale 

Se determină punctele a, pentru care una din limitele laterale, f (a — 0) ' . 


sau f(a + 0), este infinită. 





nn 





~% 
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2) Asimptote oblice 


Dacă lim f (x) = a sau lim f (x) = a, (a finit), atunci dreapta y = a este 


x>+ 0 Xx—— 00 
asimptotă orizontală la ramura spre + oo, respectiv la cea spre — оо. 
a ze er f(x) í . . (2) P 
În caz contrar, se calculează lim ——— т [respectiv lim Û — m : 
x4-0 T | x——o T 


dacă m (respectiv m’) este finit, se calculează: lim [f (z) — mz] = n (res- 


х + 9 
peetiv lim [f (2) —m'z] = п’. Dacă n (respectiv л”) este finit, dreapta у = 
x>— 00 
= mz + n este asimptotă la ramura spre + со a graficului (respectiv dreapta 
y == тх + п este asimptotă la ramura spre — co a graficului). 


V. Tabloul 


Într-un tablou cu rubrici orizontale se trec, pentru sistematizare, rezul- 
tatele obţinute mai sus: 

in rubrica intii se trec valorile remarcabile ale lui z obţinute anterior; 

in rubrica а doua se trec valorile corespunzătoare ale derivatei intii f’, 
şi semnul lui f’; 

in rubrica a treia se trec valorile corespunzătoare ale funcţiei f, precum 
şi săgețile (л sau У) care marchează creșterea sau descresterea funcţiei; 

în rubrica a patra se trec valorile derivatei а doua, f’, şi semnul lui f". 


VI. Trasarea graficului 


Punctele remarcabile (z, f (z)), care rezultá din tablou, sint reprezentate 
apol in planul zOy. Se traseazá asimptotele, dacá existá. 

Tinind seama de indicaţiile date de derivata intii şi derivata a doua, 
se unesc punctele printr-o curbă. 


Exemple 


1) f(z) = — (n natural). 


I. Domeniul de definiție al funcţiei este R — (0). 
Graficul nu taie axa Oy, deoarece funcţia nu este definită in z — 0, 


den 1 
şi nici axa Oz, deoarece 





— > 0 pentru orice z=£0. Avem, lim f (2) —lim f(z)— 
P Aris x>— o xo 4 


== 0; deci dreapta y = 0 este asimptotă orizontală, atit la ramura spre + co, 


cît şi la cea spre — co. 
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; RU SA 2n Y ) ; 
II. Derivata intii: f (2) . nu se anulează. Pentru x < 0 
f'(x) 20, iar pentru х > 0, 
I $ ^n 2n (2n 1) е Uu oe * y 
111. Derivata a doua: f” (2) ; nu se anulează. Pentru orice 
d х?(п++1) 
== 0, f” (2) >. (Funcţia este convexă pe tot domeniul вап de definiţie.) 
IV. Graficul are asimptota verticală z = 0, deoarece lim f (zx) = + ee 
Asimptota oblicá (orizontală) a rezultat la 1. 
V. Tabloul: 
Y со 0 66 
f 0 7 oo | со SE 0 
і A " fat 
X7 yg : а > : ^ 1 
VI. Grafieul (fig. 128) este dat pentru funcția f(x) —• ave 
= m 
y Observație. Graficul funcției este sime- В 
tric faţă de аха 0y deoarece, oricare ar fi E 
| I e 1 I 
xÆ 0, avem f(—2)——S5 f(x) = T 
a a { 
fu 
Functiile al cáror domeniu I de defi 
nitie este simetrie faţă de origine si care 
au proprietatea cà Fi с) f(x) pentru а 
orice r € I se numesc funcții pare. Graficul 
unei funcții pare este simetric față de 
| axa Oy. Este, deci, suficient să studiem 
| e comportarea unei funcţii pare numai pe g 
" و‎ portiunea din dreapta originii,  deoarect 1 
Ü comportarea pe portiunea din stinga originii : 
Fig. 128 rezultă prin simetrie fată de Oy. E 
ЧУ 1 
2 |) 
D ina ?п+1 


I. Domeniul de definiţie este R — {0}. 


Se observă imediat că graficul nu taie axele. 


Avem 


orizontală. 


lim f (x) = lim f (2) = 0; deci dreapta y = 0 este asimptotă 


X——00 x>+ © 








; 2n +1 T z ^n 
Пу Сау есу BE anulează. Pentru orice vÆ 0, f (x) <9 
z2(n+1) ? 
2 (2n + 1) (n +1) x 7 
III. f” (2) = ل‎ ? ; nu se anulează. Pentru + < 0,7" (2) <0; 


а?п+3 


iar pentru z >0, f" (т) > 0. 
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IV. Graficul are asimptota verticală 2 = 0, deoarece : 


lim f(x) = — ee si limf(z) = +00. 
„0 х->0 
x0 





Asimptota oblică (orizontală) a rezultat la I. 


V. Tabloul : 


x 0 0 20 
f(x) | > 
f(x) 0 " oO t- 00 " u 
(| ; 
VI. Graficul (fig. 129) este dat pentru funcţia f(x) = — 
t x 
Observaţie. Graficul functiei este simetric ^9 
față de origine, deoarece, oricare ar fi 2 -Æ 0, 
d vun | 
avem f(— x) = — si f(x) = 
х3 x? 


Functiile al căror domeniu de definiţie / 
este simetrie față de origine si care au pro- 
prietatea cà f(—2) = f(x) pentru orice 


ze I se numesc funcții impare. Graficul unei 





funcţii impare este simetrie faţă de origine. 


3) Funcţia exponențială f(a) =a, 


1. Domeniul de definiţie este R. 

Deoarece a >0 pentru orice T, 
graficul funcției nu taie axa Ог. 

Pentru z = 0 avem f (0) = а = e 


deci in punctul (0,1) graficul {ате Fig. 129 
аха Oy. 

Avem lima“ =0, lim а = + ce (deoarece a >1). Dreapta y — 0 

x—— 00 х-++% 

(аха Ох) este asimptotă la ramura spre — со. 

II. Derivata întîi f'(x) = a In a. Avem Ina >0, deoarece а > 1; 8l 
a >0. Rezultă că f'(x) >0 pentru orice ze R. 

IlI. Derivata a doua: f” (zx) = 4 (In а)? >0 pentru orice 2 € R. 

IV. Nu există asimptote verticale, deoarece funcţia este definită și 
continuă pe toată dreapta. 

Avem m = lim а* — 1 оо, deci nu există asimptotă oblică la ramura 

x d: 090 


spre + со. 


Asimptota la ramura spre — eo este у = 0, după cum a rezultat la I. 
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V. Tabloul: 











т | — co 0 + oo 
РЫ мє ж, ы cce 

f(a) 0 A 1 ^ + oo » 
f“ (a) T T + + 


VI. Graficul (fig. 130). 
Deoarece funcţia log, r este inversa funcţiei a”, graficele celor două 
funcţii sint simetrice față de prima bisectoare. Am trasat, punctat 
ly (în fig. 130), şi graficul fune 
tie logaritmice. Pe grafic 
se poate citi imediat cá : 


% 
$ 


dacă 0 < x< 1,106, 2 <0; 
dacă c S41, 106, 20172205 
log, 1 = 0, log, a = 1. 

4) Funcţia exponențială 
f (yeu Oras. 

I. Domeniul de defi- 
nitie este R. 

а* >0, pentru orice 
x Є В, deci graficul nu taie 
axa Or; pentru s = Q, 





avem a? = 1, deci în 
punctul (0, 1), graficul taie 
axa Оу. 








Fig. 130 


Avem lim a = + оо si lim à? = 0 
X-»— 00 x> + оо 
asimptotă la ramura spre + co. 
II. Derivata intii, f’ (x) = a* In a; deoarecea < 1,1n a < 0, deci f’ (x) <0 
pentru orice x € R. 
III. Derivata а doua f” (x) = az (In a)? >0 pentru orice = Є R. 
IV. Asimptote verticale nu există: 


, 


(0 <a < 1). Dreapta y = 0 este 


a* 


Avem m/—lim —.— — оо, deci nu există asimptotă la ramura spre — оо. 
x-—o T 
Ramura spre + co are asimptota y = 0. 


V. Tabloul : 


X 
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VI. Graficul (fig. 131): 

Am trasat punctat, în figura 131, și graficul funcţiei log, т, prin simetrie 
faţă de bisectoarea intii. Pe E funcţiei logaritmice se pot citi urmă- 
toarele proprietăţi : 
dacă 0 < x < 1, log, 2 








dacă z >1, log, x — 0; 
log 1 — 0, log, а = 1. 
5) (ж) = 2° ax + 2. 


I. Domeniul de definiție 
este R. 
Deoarece f(0) = 2, rezultă 


că graficul taie axa Оу (dreapta 


x = 0) în punctul (0,2). Rădă- 
cinile ecuaţiei f(z) = 0 sint 
ту = 1 (se observă direct), 
т„= 2= 1, 24 = — 2; deci 
graficul taie axa Oz în punc- 
tele (1, 0) şi (— 2, 0). 





Avem lim f (2) = — оо; lim f(z) = - со. 
مو جر‎ х-> - 00 
И Г) = dS — 3; are rădăcinile — 1 şi 1. Pentru m] Lf'( 
iar pentru | z| 7 1, f (2) > 0 (z= — 1 este punct de minim; х = 2n este 


punct de maxim). 

III. f" (2) = 6r; are rădăcina x = 0. Pentru x < 0), f" (2) < 0, iar 
pentru z >0, f (x) >0 (ж = 0) este punct de inflexiune). 

IV. Deoarece f(x) este definită şi continuă pe R, graficul sáu nu are 
asimptote verticale. 

Deoarece 


) ; x — Зх + 2 





> "(x 
m — hm IO) — lim - = = oo 
xo T x> 4o z 
gi 
(x) 
m' = lin LO + oo, 


x-—co T 


rezultă că graficul nu are asimptote oblice. 
V. Tabloul: 








т | —% —2 —1 0 1 4 со 
f + 4 L 0 =» z =g =: a, 0 Е 

M T i m | 
f —00 7 0 7 (4) x (2) x (0) A - oo 
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VI. Graiicul (fig. 132). 
|n punctul de inflexiune (0, 2) al graficului, panta tangentei este 
f’ (0) = — 3; se trasează in acest punct o mică porţiune din tangentă. 


y 6) f) = “© 
I. Domeniul de definiţie este 
Se observă uşor că singurul 


punct de intersecție al gralicului 
cu axele este originea, (0,0). 









lim f (x) = — оо; 
x م سس‎ 
lim f (x) = + оо. 
> د‎ 00 
з xt — 4x? — 1 5 
IL fila) == - are rá- 
x f (2) TEE 
dácinile (reale) 
A ДЕЕ 
Fio ر‎ =—|/2 + l5 = —2 si 
Г TES ^, е 
| 24+ J522. Pentru z; < t < т», f' (т) < 0; iar pentru z < 2, sau 
> жь, (а) >0. 
Obtinem : 
f (жү) e 3 şi f(z) 2 3. 
27 - tæ (4? 3 ci » x А ; A 
ПІ. f" (2) = DU T?) are rădăcina reală z—0. Studiul semnului lui 
(a2 — 18 


f" (x) este oarecum complicat de faptul cá numitorul nu are semn constant. 
În astfel de cazuri e recomandabil să alcătuim un tablou separat pentru f". 





т 00 1 0 1 " - oo 

i tr E = u p PEE 

(at - — 1)? 3 P$ 0 = 0 FI 
q^ = 5 0 = 8 


Observaţii : 

1° Nu am introdus în tablou binomul 2? + 3, deoarece, fiind pozitiv pentru orice т, nu 
influențează semnul lui f” (x). 

2? Punctul x 0 este un punct de inflexiune, Punctele — 1 si 1 nu sint puncte de in- 
flexiune, deoarece funcţia nu este definită în aceste puncte. 


IV. Se constată uşor că: 


lim f (x) = — оо; lim f (x) = + оо, 
m 51 
lim f (x) = — оо; lim f (x) = + оо. 
c] х- 1 





Rezultă cá dreptele x = — 1 şi 2 = 1 sint asimptote verticale. 








Obtinem, de asemenea : 
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к (x) r f(z) 
lim Í lim — = f, 
AND" Та фо T 
deci m — m' — 1. 
Caleulám : 
PA r (x 1) BE 
f(x) = та= — کے‎ Д 
z^ 1 х“ 1 
deci 
lim [f (z) — x] = lim [f (ж) — x] = 9. 
х= — 00 х + oo 
Deducem că dreapta у = x este asimptotă oblică (atit pentru ramura 
spre — co a graficului, cit și pentru cea spre - оо). 
V. Tabloul: 
T c |» | d 0 1 | 2 ү» 
| 0 1 0 
s M i m 
f © ; X — 00 oo 30 © à 
(ZI 3) (0) (2223) 
D: 0 


VI. Graficul (fig. 133). 
În punctul de inflexiune (0, 0) al graficului, panta tangente f" (0) 


J 


7) (а) = _ [22 1. 

I. Domeniul de definiţie este 
(— oo, —1]( )[1, +20). 

Graficul nu taie axa Oy, de- 
oarece punctul z — 0 nu apartine 
domeniului de definiţie al funcţiei. 
Ecuația f(x) = О are rádácinile — 1 
şi 1; deci graficul taie axa Uz in 
punctele (—41. 0):81- (1,0). 

lim f (x) = lim f (x) = + eo. 

0 + ج ®%—„ 

II. f' (2) = -= nu se anu- 

2 | (a2—1) 
lează in domeniul de definiţie al 
funcţiei. Pentru 2 < —1, f' (2) <0; 
iar pentru 2 — 1, f (т) >0. 

Observăm că 


lim f'(z) = — оо si lim f (x) = co. 
х= —1 zl 


x< 1 
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, 1 ы : 
III. f" (x) 2 — —— - nu se anuleazá. Pentru orice z din dome- 
2 ү (2?— 1) 


niul de definiție a lui f", (| x | >1) avem f” (x) <0. 

IV. Funcţia fiind continuă pe tot domeniul sáu de definiţie, graficul 
nu are asimptote verticale. 

Să cercetám dacă există asimptote oblice. Avem : 


| (—2) esee e 





© 


[шу Ys—1 








x 2x 2r 2x 2x 
Deci : 
5 "(x) 1 
m — lim f = — 
X-3—00 z 2 
51 
С (х) 1 
т’ = lim MS aa 
x2—o X 2 


Obtinem : 


n = lim [f (z) — тх] = - iim [| z? —1— z] = 








x> +оо a X++% 
— 1 lim =a _ 1н varia ex 
25++% ZI + a te TI ja 2 Ü 
Un calcul analog ne conduce la л’ = 0. 
; 1 ; * "S 
Deci dreapta y = — — x este asimptotă oblică pentru ramura 
9 


T Lo 1 
spre— oo a graficului, iar dreapta у = — x pentru ramura spre + oo a 
га 4 
graficului. 


V. Tabloul: 




















| م‎ e nu ur i + co 
It кле Eh n BORD S 7 + оо + + + 
т т 
Ао = کک‎ 0 (0) i +œ 
Observăm (v. mai înainte punctul II) că în punctul de minim z = — 1 


tangenta la grafic este verticală; la fel, în punctul de minim z = 1, tangenta 
la grafic este verticală. 





nba 
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V. Graficul (fig. 134). 

După cum am observat si la exemplul 1), funcţia considerată mai înainte 
fiind pară, ne putem mărgini la studiul ramurii corespunzătoare intervalu- 
lui [1, + ее]. 

S)f (2) = ya. 

1. Domeniul de definiţie 
este R. 

Se observá cá graficul taie 
axele in origine: f (0) — 0. 


lim f (z) = imf (2) = - ee. 





х->—% х->+Ф%® 
2 
П. f (£) = 7,— ; nu seanu- 
3 y v 


leazá. Dacă z < 0, rezultă Ў 2< 
десі f'(x) < 0. Pentru 2 > ), 
f (2) >0. 


Observăm că f este definită 





şi continuă in punctul x = 0, dar 





nu este derivabilă în acest punct. 
Într-adevăr : 








3—5 
: (x) — f (0) : y^ : 
lim Í Г) = lim — = ша. = —c0 
х0 2—0 х0 r x0 3 
x<0 x<0 x<0 y 
iar : 
i (x) (0) 
lim '@ —7@. — ee. 
x0 х — О 


În consecinţă, cele două ramuri ale graficului vor avea în punctul 2 = 0 
semitangente verticale (suprapuse). Punctul z = 0 este punct de întoarcere 
al graficului (v. cap. IX, $2). 


7 2 * E = 2 
HI. f"^(z)—— -ya DU 86 anulează. Pentru orice х Æ 6, Y 2% >0, 
уух : 

y 


deci f" (z) < 0. 
IV. Funcţia fiind definită și continuă pe В, graficul său nu admite 


asimptote verticale. 








: (x) 1 
Deoarece [o n z= ; avem 
x YI 
. x 7 (х) = 
lim LD = lim fe o. A 
x->— 00 TI x>+ с т 


deci m — m' = 0. 


















































233 CAPITOLUL X. STUDIUL FUNCŢIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR 
Dar, deoarece f (2) rezultă 
КЕ ар 
n=n = lim ў 22 = -- со. 
x= +00 
În coneluzie, graficul nu are nici asimptote oblice. 
V. Tabloul: 
1 00 0 4i teg 
f^ | — — - oc ve) Е = 
| n m 5 == 
f T ec à (0) + sc 
e ed ema Е za A 
Г | = | gs d ae 
VI. Graficul (fig. 135). 
1 
9) f(a) = 
f 1--tgzr 


I. Deoarece funcția tg este periodică, de perioadă т, este suficient să 
studiem f(x) într-un interval de lungime r. Observind că funcţia f nu este 


i definită in punctele în care functia 
E tg nu este definitá si in punctele x 


| pentru care tg z — — 1, rezultá cà 
este suficient să considerăm pe f 
| E. definită, de exemplu, pe [0, =] — 


= 

Graficul taie axa 0y in punctul 
(0,1), dar nu taie axa Oz, deoa- 
rece f(x) 0 pentru orice x apar- 
tinind domeniului de definiție al 
funcției. 






x 


TA a 


1 + sin 2x 


tinind domeniului de definiţie. 





nu se anulează; f' (2) < 0 pentru orice x apar- 








ay 2 cos 2x 9 = 
ПІ. f (2) = ——— ———se anulează pentru z= 5. 
(1 + sin 2x)? 4 
) RIS аа TAVIT SEES . ^ T e „87 7) " ( 
Pentru 0< 2< = , f" (xz) —0; iar pentru жый c к= млр) жй); 
4 4 1 


d EXAM f . . Зя 
(Se observă cá f” are semne contrare de o parte si de alta а lui х = 2 . dar 
4 


in acest punct f” nu este definită.) 
IV. Cercetăm dacă f are limită în punctele în care nu este definită. Se 

observă ușor că 

lim f(z) = 0. 


х= 5 








Există puncte ale graficului în orice vecinătate a punctului | - 


dar acest punct nu aparţine graficului. 
lim f (z) =—со sg lim f(z) = + 


+ = X 
г 4 1 








Deci dreapta s= 
V. Tabloul: 





) 
T r Ir 
0 — — - 
T 1 2 1 
Г" - 1 1 
Ex UN 
| 
M -| Aen s и 
hl (1) i e 4 (121 O " У) 
f” | + 1 0 | = 


Observaţie : 


Dacă se consideră funcţia definită pe [0,77] - 





х= 0, şi x = m, dar derivata sa nu se anulează in aceste 
la teorema lui Fermat). Dacă funcţia 
se consideră definită pe o mulțime mai 4 


mare, ea nu mai are extreme in punc- 


tele 0 şi т, 
VI. Graficul (fig, 136). 
10) f (x) e*, 


I. Domeniul de definiţie 
este R. 


pará, vom studia numai ramura 


Deoarece functia este 


corespunzătoare lui x > 0. 


Graficul taie axa Oy in punc- 


tul (0, 1), dar nu taie аха Oa 
4 1 
(deoarece e * == — >> 0). 
lim e-* = 0, дее dreapta 


+ + 0 


y — 0 este asimptotă orizontală. 


11. fis (£) = 


lează pentru 2 = 0, iar f’ (2) < 0 


Dare” * se anu- 


pentru orice т 2 0. Fig. 


] ea are extreme in punctele 


puncte 
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маа SR ce y NEU > 
III. f” (x)= —2e-* (1 — 22?) are rădăcina (reală pozitivă) 2 = E 
orc c ШОМ ОЛ SEO LR оо CNET a 
Pentru OG x < = ,f (т) <0; лаг pentru 3 > PS T5): 30, 


ү» 1 
re мал 


IV. Funcţia fiind definită si continuă pe R, graficul său nu are asimptote 


verticale. Asimptota oblică a rezultat la I. 


V. Tabloul: 








x | 0 | 2 OO 
| 2 
f 0 — = TE 4 
і 
Í 1 
1 " | | N 0 
f: = = 0 RU 


VI. Graficul (fig. 137). 

Am completat graficul ducind (punctat) simetrica față de axa Оу a ramurii obţinute mai 

sus. Se observă că (0, 1) este punctul de maxim al graficului. 
11) f(z») = 1n (1—4). 
J I. Domeniul de de- 
5 fintie este intervalul 
(—1,1). Deoarece funcția 
este pară, va fi suficient 
să o studiem pe inter- 






| x valul [0,1]. 
V2 Se constatá usor cá 
= us > graficul taie axele în 
Fig. 137 punctul (0,0). 


Deoarece domeniul 
de definiţie este mărginit, nu au sens limitele în punctele + oo şi — oo. 


—2z 


II. f (2) = —— 
1—7” 
f^ «0. 
TII f (ay т ; nu se anulează, iar f’ (х) < 0 pentru 
— LI) 
orice z (|z|=£1). 


IV. lim f (z) = — оо, deci dreapta x = 1 este asimptotă verticală. 


хэ] 





; se anulează pentru z — 0. Pentru 0 < z < 1, 








e 























VI. Graficul (fig. 138). 


12у f Gr) = $5. 
I. Domeniul de definitie este (0, 4- co). 


Graficul nu taie axele. Într-adevăr, 
funcţia nu este definită în punctul z — 0, 

1 4 2 
iar х^* nu se anulează pentru 2 >0. 

Să cercetăm limita la dreapta a lui 
f(x) în z—0 (limita la stinga nu are | 
sens!) si lim f (x). Obtinem : 


ER fa Ü 2 
Е Z 


lim z* = lim 2920 —0**— 0. / 

x-Ü x-0 / 

Există puncte ale graficului in orice / 
vecinătate a punctului (0,0), dar acest | 
punct nu aparţine graficului. | 


Logaritmind si tinind seama de un 
rezultat obtinut in capitolul VII, obtinem 


| | 
Ina АІ | 2 


lim In f (zx) = — = 0, E 
x- 20 x--Foo T à Fig. 138 
adică lim f(x) = 1, deci dreapta y = 1 este asimptotică orizontală. 
x- Loo 
1 
Н уз? (1 — In х) se anulează pentru 2 = e. 
i2 

Deoarece pentru orice x> 0), rezultă z* > 0, deducem că, pentru 


z «e, f (2) >0, iar pentru z — e, f (x) < 0. 


III. Renuntám la studiul derivatei a doua. 


IV. Tinind seama de I, rezultă cá y = 1 este unica asimptotă a graficului, 
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V. Tabloul : z J é aun 
fi $ + 0 E ER 
M 4 
1 
f 0 л | e | N 1 


Vi. Gralicul (fig. 139). 


y 


BEE — 





în 


Uu. 


$ 6. PROBLEME DE MAXIM SI MINIM 


in $2 (propr. IIT) s-a arătat cá semnul si rădăcinile derivatei întîi dau 
indicaţii asupra punctelor de extrem ale funcţiei. De asemenea, în $ 3 
(propr. III) s-a arătat că semnul derivatei a doua permite să stabilim rapid 
dacă un extrem este un maxim sau un minim. 
in acest paragraf vom folosi aceste rezultate pentru rezolvarea unor | 
probleme din geometrie, algebră si fizică. | 
1) Care este dreptunghiul de perimetru dat, ^a, care are cea mai mare arie? 
Să notăm cu x si y dimensiunile dreptunghiului : | 


2x + 2y = 4d 
sau ж- y= 2a, de unde у = 2a — x. Aria dreptunghiului este 5 = zy = 
(2a — z) т? + 2 ах. Aria S este o funcție de 2 şi scriem: 
S (2) pa 4. da. 


Să observăm cá latura x a dreptunghiului este cuprinsă între 0 si semi- 
perimetrul 2a, 0 < 2 < 2a, deci funcţia 5 (x) este definită pentru 2 є [0, 2a]. 
(Pentru z = 0 şi x 2a, dreptunghiul are aria nulă). Pentru a găsi maximul 
acestei funcţii, caleulám derivata : 

S^ (x) = — 2х + 2a 


= (0, deci t= а; 





şi-i aflăm rădăcinile : — 2x + 2a 



































PROBLEME DE MAXIM ȘI MINIM 


243 


Derivata a doua, S” (x) = — 2, este strict negativă, deci x = a este un 
punct de maxim al funcţiei S (x). Aşadar, aria este maximă cînd = = a 
şi y —2a—a- a, adică atunci cînd laturile dreptunghiului sint egale. 
+ Acest rezultat îl putem enunta astfel : 


Dintre toate dreptunghiurile care au același perimetru, pătratul are aria 
cea mai mare. 

Tinind seama de faptul că dimensiunile z şi y ale dreptunghiului sint 
două numere pozitive, că aria dreptunghiului este produsul ту al acestor 
numere şi că suma lor este constantă, x -+ y = 2a, rezultatul precedent se 
poate enunta astfel : 

?rodusul a două numere pozitive, а căror sumă este dată, este maxim cînd 
numerele sint egale. 

2) Care este dreptunghiul de arie dată a?, care are cel mai mic perimetru? 

Să notăm cu æ si y dimensiunile dreptunghiului : 


ә 
zy —=:@°, 
а? . . . 
de unde 4 -. Perimetrul P al dreptunghiului este : 
2a? . fis с 24° 
Р = 22 + 2y = 22 4 scriem: Р (4) = 22 4 . 
х X 


Latura r a dreptunghiului este strict pozitivă si poate fi oricit de mare 
0 < ж < + co, deci functia P (x) este definită pentru x € (0, + co). Pentru 


a găsi minimul acestei funcţii, caleulám derivata 


7 да? 
P' (a) 2 
а" 
am 5 P Р, : 2а? 5 
si-i aflăm rădăcinile : 2 — - — 0, deci x = a. 
У a 
- FEES іа z or AJ 1 k Е 
Derivata а doua Р '(z) = — este strict pozitivă (deoarece T > 0), decl 


3 
pă 


y — а este un minim al funcției P. Așadar, perimetrul este minim cind 


а“ 


gie у= a, adică atunci cind laturile dreptunghiului sint egale. 


Am obţinut astfel următorul rezultat : 

Dintre toate dreptunghiurile care au aceeași arie, pătratul are periinetrul 
cel mai mic. 

Tinind seama de faptul că x şi y sint numere pozitive, că suma z + y 
este jumătate din perimetrul dreptunghiului $i că produsul zy este constant, 
лу = a?, rezultatul precedent se poate enunta astfel : 

` Suma a două numere pozitive al căror produs este dat este minimă cînd 


numerele sînt egale. 
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3) Să se determine conul cu cel mai mare volum înscris într-o sferă de 


rază Н (fig. 140). 
Să notăm cur şi A respectiv raza şi înălţimea conului. Volumul conului este: 


V = = xr?h, 


este medie propor- 


Dar în triunghiul dreptunghic ABC, înălțimea r 
determinate de ea pe ipotenuză 


tionalá între segmentele h şi 2R — h, 


A 





Fig. 140 
p = h (2R — h); 
deci 
V (А) = = QR — h). 
2R, deci funcția V (h) este definită 


Înălţimea Ё este cuprinsă între 0 s1 
acestei functii, caleulám derivata : 


pentru A € [0,2 R]. Pentru a afla maximul 

'(һ) = — T h(AR— 3h) 
şi-i aflăm rădăcinile : Z h (4R — 3h) = 0; deci hı = 0 şi ha = = . Derivata 
V''(h) = = (&4R — 6), este strict pozitivá pentru h, = 0, deci 0 


à 


a doua, 
t . 4 
=— R, deci — R este 


ә 


este un punct de minim, și strict negativă pentru hs 


un punct de mazim. 

A 

ălțimea А = — R $ raza 
3 





Asadar, conul eu volumul cel mai mare are inà 
 2y2 Y 
= В. Volumul său este 
E: E 
327 У 
pu R3. 


81 
a față de orizontală trebuie aruncat un 


4) Să se determine sub ce unghi 
să atingă distanța maximă В (fig. 141). 


corp cu viteza inițială Vo, astfel încât 
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Sub acţiunea forţei gravitaţiei, cor ul descrie o parabolă * care taie orl- 
| tel g i І 
zontala în punctul А, dat de egalitatea: 
Dae 
В = 2 sin 28. 
g 


Distanţa R este, deci, funcţie (depinde) de unghiul «, В (x); deoarece 


unghiul х este cuprins între 0 $1 —» funcţia R este definită pentru « € |o a . 
9 ә 


Pentru a afla maximul acestei funcţii, caleulám derivata : 





9р? E 
R'(u) = — cos2« 
es корты VERS | : ^ л j 208 T у 9 
şi-i aflăm rădăcinile (cuprinse între О și | . Wi cos 20 = 0 sau cos 2x = 0, 
g 
-* а T T : : “у. ip - 4 
deci 2« -; de unde « = – E Derivata a doua, R” (и) = — — sin 2«, este 
2 4 g 
strict negativá pe o, т ‚ deci si în 2 ; rezultă că — este un maxim. Aşadar, 
£ 2|: З g^ 1 У 


pentru a realiza distanța maximă, corpul trebuie aruncat sub un unghi de 
45? faţă de orizontală. 

5) După cum se stie din fizică, principiul lui Fermat afirmă că, pentru 
a ajunge dintr-un punct intr-altul, o rază de lumină se propagă după acea 
traiectorie pe care о par- 
curge în minimul de timp. 

Fie A A” suprafaţa de 
separație а două medii 
omogene în care lumina 
se propagă cu vitezele e, 
respectiv Va. Să se gă- 
sească traiectoria descrisă 


deorază delumină pentru 





a ajunge din punctul С 
in punctul D (fig. 142). Fig. 142 





x Е 4 F sin x 1 а? 
* Ecuația traiectoriei este y = کڪ‎ qe = 
COS x 2 v,cos*«. 





Într-adevăr, fie (x, y) coordonatele punctului de pe traiectorie în care corpul a ajuns 
după t secunde. Proiectia vitezei pe orizontală este 00 COS a, iar pe verticală este р sin «. 


Proiectia corpului pe orizontală are o mişcare uniformă, x 00 COS at: proiectia pe verticalá 


1 
este influentatà si de actiunea gravitaţiei, y = 00 sin at — ES gt. Eliminind pe !, se obtine 
2 
sin « 1 a" Р : Р > 
р qe Punctele in care traiectoria atinge orizontala se obtin 
COS x 2 v? cos? 
sin x 1 х2 2v; 








r— — 9 —siü 2 


‹ — = 0. Se obțin punctele 0 si R = 
cos x 2 р cos 2% g 


rezolvind ecuaţia 
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Fie C’ şi D' proiecţiile lui € si D pe AA', c = СР, k= CC, hy = DD, 
x = С'Е. În fiecare din cele două medii omogene, lumina se propagă în linie 
. u 


dreàptă. În primul mediu, lumina se propagă cu viteza ¢, ȘI parcurge distanţa 


CE in timpul 7,; CE = vT, sau 





























La CE 
T mL 
vı 
În al doilea mediu, lumina se propagă cu viteza e, si parcurge distanța 
~ Я - т - 3. 2 3 4 SI 
ED in timpul Te; ED = е7; sau: 
J ED 
fle. 
Timpul total este : 
` CE ED 
T= + —; 
р, Va 
- z)*, deci 
à 
Timpul T este, deci, funcţie de т, T (x), (0 < 2 < c). Pentru a afla mi- 
nimul acestei funcţii, anulăm derivata : 
x cC— T 
ДУ (ж) == эйт: реа =; 
( ) vil h: + a? vs] hj (e а)? ( 
Derivata se anulează pentru acele valori ale lui pentru care 
X C% 
vi } h? Fa vl hi | (с - x 
Derivata a doua: 
m hå hi 
Т“ уе > at == 
vi V (h? + x2) va ||һ; + (с ЖР 


este strict pozitivă pentru orice т, deci punctele de extrem ale funcţiei 7 (2) 


sint puncte de minim. 
. tă т . . с— © c Xx 
Dar sina = — = „iar sing =———==- 


CE Vii +a DE Vi (е а)? 





astfel incit egalitatea care dă punctele de minim se scrie : 
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Notind cu e viteza luminii in vid, indicii de refractie n, şi 2, ai celor 


с с 
= — ha = 


91 Va 


două medii sint: лу 


Relaţia obţinută mai sus se scrie: 


Am XE 
n, Sin ж = n, SIN p | 


şi constituie una din legile refracției, cunoscută din fizică. 


$ 7. SEPARAREA RĂDĂCINILOR REALE ALE UNEI ECUAŢII 


În acest paragraf este tratată problema separării rădăcinilor reale ale 
unei ecuaţii, adică a determinării unor intervale care să conţină — fiecare — 
doar cite o rădăcină a ecuaţiei. 

Fie f o funcţie derivabilă pe un interval F. 

Reamintim un rezultat obținut in § 1 (consecința teoremei lui Rolle) 

D Între două rădăcini ale funcţiei se află cel puţin o rădăcină a derivatet. 

Două rădăcini т, şi х, ale derivatei se numesc rădăcini consecutive, dacă 
între xı ŞI Ta nu se mai află nici o altă rădăcină a derivatei. 

O proprietate simetrică cu proprietatea I este următoarea : 

[1) Între două rădăcini consecutive ale derivalei se află cel mult o rădăcină 
a funcţiei. 

Fie z, < ws două rădăcini consecutive ale derivatei : f' (21) = f(a) 0 


Dacă funcţia ar avea între 2; si r, două rădăcini, а gi b, (r4 < a < b < t), 
atunci — conform proprietăţii precedente — între 4 si b s-ar afla cel puţin 


incă o rădăcină a derivatei, deci z, $1 25 n-ar mai fi rădăcini consecutive, 

Se demonstreazá in mod analog proprietátile urmátoare : 

IIT) La stinga celei mai mici rădăcini a derivatei se află cel mult o rădă 
cină a funcţiei. 

La dreapta celei mai mari rădăcini a derivatei se află cel muli o rădăcină 
a funcției. 

Din aceste proprietăţi rezultă că liecare rădăcină a funcției se află cu- 
prinsă între două rădăcini consecutive ale derivatei sau intre o rădăcină 
a derivatei si o extremitate a intervalului pe care este definită funcţia. 

Aşadar, calea de urmat pentru separarea rădăcinilor reale ale unei funcții 
derivabile pe un interval (a, b) este următoarea : Г 


se calculează derivata f'; 
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se află rădăcinile reale ale derivatei $i, împreună cu extremităţile a și b, 


se aşază în ordine crescătoare : 
а < Xi «2 aos 2 


se calculează limitele lim f (x) si lim f (x) care, pentru simplificarea scrisului, 
->i с} 


se notează respectiv cu f (а) si f(b); 
se formează aşa-numitul şir al lui Rolle: 


T aT TG DO 

Dacă doi termeni consecutivi din acest sir au semne contrare, atunci între 
valorile corespunzătoare ale argumentului se află o rădăcină reală a funcţiei 
(v. cap. VIII), şi numai una (conform propr. II si HI). 

Dacă doi termeni conseculivi din acest sir au același semn, între valorile 
corespunzătoare ale argumentului nu se află nici o rădăcină a funcţiei. 

Într-adevăr, dacă, de exemplu, f (x;) >0 si f ( 1) > 0, deoarece între 
2:91 23у derivata are acelaşi semn, funcția este strict monotonă pe [z;, 
2 


i41 deci nu se poate anula pe acest interval. 


Observatie. Dacă se trasează graficul funcției f, rădăcinile funcţiei sint 


abscisele punctelor în care graficul taie аха Ox. In acest caz se pot separa 
uşor rădăcinile funcţiei. 


Exemple : 


9 e 


4 " 


N 


1) Fie ecuaţia a* — : = 0. 


Prin derivare se obţine 42? — 4z = 0. Rădăcinile derivatei sint : — 1, 0, 1. 





Avem : f (— co) lim (21 — 222 — 3)— + со; 
x—— 00 
f (+ оо) = lim (z* — 22? — 3) = + оо. 
х5 00 
Formăm şirul lui Rolle : 
t| — о —1 0 +1 -- со 
f(x) | + —4 —3 —4 - oo 
1 سا‎ _ mm —_—— 


Constatăm două schimbări de semn ale funcţiei f (x), deci ecuaţia consi- 


derată are două rădăcini reale şi anume: una în intervalul (— co, — 1) şi 
una în intervalul (1, + oo). Celelalte două rădăcini sint complexe. 


Să trasăm graficul acestei functii. Formăm următorul tablou : 
5 у 











х | — о —1 0 Ti + oo 
Г 1) | д — 0 + 0 — 0 + + 
Ка) -F oo м т и M м т A 4- oo 


| 64a (3) (—4) 


For 





2 
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Graficul funcţiei este dat in figura 143. Graficul taie axa Oz în două 


g 
puncte: ху Şi 25, 2) < — 1 şi т, > 1, deci si pe grafic se constata că ecuația 
zt — 23? — 3 = 0 are două rădăcini reale. 





Deoarece ecuația dată este o ecua- 
ție bipătrată, se verifică uşor cá rădă- 
cinile sale reale sint — V3 si |3. 

2) Fie ecuația a? + 2x 2 d) 

Prin derivare obţinem ecuația 


3z?--2—0 


| „care nu are rădăcini reale. 


Formăm şirul lui Rolle. 





f(x) | — 00 T оо 
Deducem că ecuația dată are o 
singură rădăcină reală. 
Observăm cá f(0) = —2 < 0 si 
f (1) =1 >0, deci rădăcina ecuației 
este cuprinsă între Û şi 1. 
3) Fie ecuația 


£L — 2x? — 4g + 6 = 0. 


Prin derivare, obţinem ecuaţia 


За? — 4x — 4 = 0, care аге rădăcinile 
2 S 

— — gi 2. 
3 





Calculăm limitele 


f(— оо) = lim (x? — 22? - Ay + 6) = - CO. 
x——900 

f(4+ оо) — lim (22 — 222 — 4s + 6) = + оо. 
EU 


Formám șirul lui Rolle, intercalind şi pe 0 pe prima linie 





| 2 
x | —oo — — 0 2 - oo 
| 3 
202 g 
а) | —® E Cc TE 
27 
x ` zx ر‎ 


Ecuatia are trei rădăcini reale, cite una în fiecare din intervalele urmá- 


toare | — оо, — i › (0,2), (2, + оо). 
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A) Fie ecuatia a?— 5а? + Зх 4 m = 0, unde m este un parametru. 
Să se discute rădăcinile reale ale acestei ecuaţii, după valorile parametrului. 
Prin derivare, obtinem ecuaţia 3z? — 10 2 + 3 = 0, саге are rádáci- 
nile — si 3. Formăm şirul lui Rolle. 
9 
1 
(21 | 0 (0) = 3 LE 
3 
13 
f(x) | 20 (т) ZALHE 9--m ies 
27 


- : ати : 13 
Numărul rădăcinilor reale depinde de semnul numerelor — + m, 
27 


^l 























; ; y 13 А а. Ж 
— 9 + m. Valorile lui m pentru care Fm ŞI — 9 + m se anulează sint 
27 
aA : | ) 
respectiv — — $ 9. Discutia semnului acestor numere este s'ntetizatá in 
27 У 
tabloul de mai jos: 
1 
1 oo 0 — j Foo 
3 
ui е) E SIIERSRINNENCHANKUNSO TI. 35 
А —со т - m 9--m + со| Rădăcinile ecuaţiei 
m = Dj J es 2 Б. 
es 13 ERI : ERAT 
т< = H 1 о таа. reală în intervalul (3, + со) 
27 
m 13 | 0 n | o тай. dublă хт, Za In , о гаа. reală 
97 în intervalul (3, — oo?) З 
چ‎ L3 3 rădăcini reale in intervalele 
ij a 0 4 1 а: 
- <т<: t со; — , —э Əks (8, + oo). 
27 3 3 
E р x j Я ^ — | ord. dublă 1 = X, 3, orăd. E 
m 9 т 9 1 reală in intervalul ( оо, 0) 
tă ; L o rád. reală în intervalul ( со, 0) 
$8. APROXIMAREA RĂDĂCINILOR REALE ALE UNEI ECUAȚII 


După cum s-a văzut în paragraful precedent, şirul lui Rolle permite 
determinarea numărului rădăcinilor reale (diferite) ale unei ecuaţii si pre- 


cizarea anumitor intervale în care se află cuprinse aceste rădăcini. 







§ 5. APRUAIMAREA RADACINILOR REALE ALE UNEI ECUATII 25] 








Fie f (7) — 0 o ecuatie, unde f este o funetie derivabilă pe un interval 7, 
si fie [a, b] un interval in care se află o singură rădăcină Zo а ecuaţiei : 
f(z) = 0. Rădăcina z este abscisa punctului în care graficul taie axa О» 
(fig. 144). Rădăcina x, a ecuaţiei poate fi aproximatá cu abscisa a + А a 
punctului in care coarda A B taie axa Oz. Triunghiurile dreptunghice Аас 
şi cbB sînt asemenea, 
deci catetele lor sint pro- by 
portionale. Presupunind, | 
de exemplu, cá f (a) < 6 | 
si f (b) >0, lungimile ca- | 
tetelor triunghiului Aac 
sînt respectiv — f (a) și A, 
iar cele ale triunghiu- 
lui cbB sint respectiv 
f (b) si b — a—h. Seriind 
relatia de proportionali- 
tate, obtinem : 

— f(a) f(b) 


к= РЕ —9À8 Fig. 144 
h b—a—h 8 









| /(4) 


Se stie că raportul dintre suma numărătorilor şi suma numitorilor este 
egal cu fiecare dintre cele două rapoarte, în particular este egal cu primu!) 
raport : 

— Ка) _ 10) — Ко) 
h PE DENS : 








= 
de unde: کک کے ا‎ | 
| f(b) — [(а) 





În cazul cînd f(a) >0 si f (b) < 0, se obține aceeași formulă. 

Numărul a + h aproximează rădăcina т, a ecuaţiei. 

Această metodă de calcul cu apro- 
ximatie al rădăcinilor se numește metoda 
coardei. 

Observaţii. 1° Pentru a stabili dacă 
numărul a + h aproximeazá rădăcina Zo 
a ecuatiei prin lipsá sau prin exces, se 





trasează sumar graficul funcţiei cores- 





punzător intervalului [a, b]. În cazurile 





din figura 144 si figura 145 aproximatia 
este prin lipsă; în cazurile din figura 146 Fig. 145 
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si figura 147, aproximatia este prin exces. Din aceste figuri se deduce ușor 
cá dacá f" pástreazà acelaşi semn ре [a, Û}, atunci aproximatia este prin 
lipsă, dacă f (a) si f” au semne contrare, si prin exces, dacă f (a) si f au 


acelaşi semn. 











Fig. 146 Fig. 147 


2° Pentru o aproximare mai bună a rădăcinii 2, se poate aplica încă 
о dată metoda coardei în acel interval [a, a + ^] sau [a + А, b] la extremi- 
tátile căruia funcţia are valori de semne contrare. 

Exemplu. Fie ecuaţia f(x) = 22 — 6x + 2 = 0. 

Să formám mai intii şirul lui Rolle pentru a separa rădăcinile ecuaţiei. Pentru aceasta, 


aflăm rădăcinile derivatei : 





332— 6 — 0 sau a —2 = 0, 
de unde: 2; = y2, Ta = 2. 
Avem lim (23 — 6х + 2) = — oo, lim (23 — 6х2 + 2) = 105; 
х س‎ 00 x> oo 
f(.—Y3) =—2 ЇЗ +6 12-2 = 4Y2 +2> 0, f2) 2 y2—6 V2 + 2 2—4|24-2«0 
1 —00 Ї 2 y2 +0 
|- 
f(x) | — 00 Е — +в 
| ت د‎ S” 
سم‎ f "m А 
Ecuatia are trei rădăcini : una mai mică decit —V2, una între — [з si 12 şi una 


7 ^ f 
mai mare decit |/2. 
Гы l5 
Să calculám cu aproximație rădăcina cuprinsă între - -V2 și Y2. Pentru aceasta, re- 


stringem mai întîi intervalul în care se айа rădăcina, calculind valorile funcţiei f(x) in 
punctele — 1, 0, si 1: 
1—1) =—1+6 +2 = 7; f(0) = 2; 01) =1—6 +2 = — 3. 





TN 


na 


re- 


EXERCITII 








Rădăcina se află cuprinsă între 0 şi 1, deoarece f(0) > Û si f(1) < 0. Aplicăm formula 
de mai sus pentru а = 0 $i b = 1: 
0 2 
h —————— f (0) = = — = 0,4 
5 





G) f(0) 


Rădăcina este aproximativ a h = 0 + 0,4 = 0,4. 
Derivata a doua : f (x) = ба > 0 pentru 0 < z<1; f(0)— 0 si f" > 0, deci аргохипаџа 
este prin exces. 

Caleulám acum f(0,4) = 0,43 — 6 - 0,4 + 2 = — 0,336 < 0. 


Rădăcina se află cuprinsă între 0 și 0,4. 











Se aplică încă o dată metoda coardei. Pentru aceasta luăm acum a, — U 51 b, = 0,4. 
Atunci 
he a 0.4— 0 0.4 — 0 0,8 FI 
h, = 31 —. Ка) - f(0) = — = 2 = —— = 0,342.. 
f(b,) — f(a) f(0.4 f(0) 0,336 — 2 2,336 


Rădăcina este aproximativ а, һу = 0 + 0,342 = 0,342 şi este calculată prin exces 


deoarece f(a,) > 0 si f^" > 0. 


Se poate continua in acest 





tel pentru a determina rădăcina cu aproximaţie mai bună, 


EXERCIŢII 


Aplicind teorema lui Rolle să se arate că rădăcinile derivatelor poli- 
noamelor : 

1. T) =(2@ (a 

D. fata) ST E1) (bx — 2) (x + 3) (= — 4) 


sint reale si să se precizeze intervalele in care sint situate aceste rádácini. 





Utilizind formula cresterilor finite, sá se arate cá derivatele funcţiilor 
următoare iau valorile specificate in dre ptul fiecáreia, în intervalele respec- 
live. Să se verifice rezultatele. 


3. f(x) = 2a2— 7; f'(x) = 6 într-un punct din (1, 2). 





2x —1 a if c =y 
LSS. MS) = = шщгирй punct din (— 1, 1j. 
г 5 24 
xod 1—3 FP 4 Е З : xf 1 1| 
5. fia) — In = ; f(x) = — 1а 9 іп două puncte din le к= al 
і + х 2 2 
? : f 311 7 T y " ; ; 
6. f(x) = aresin EH — |; f(z) = — in două puncte din (1, 2). 
5 2 


7. Aplicind funcţiei f (x) = x" (л număr natural) formula creşterilor 
finite in intervalul [a, 5], 0 < а < b, să se demonstreze inegalitátile : 


n(b— aan < b"— a" «n (b — a) b" 3. 
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Să se demonstreze inegalitátile : 
£ > : 
8. — <ln (1 + 2) < x (x — 0). 
ұ 1-rz 
E 
9. e > ел (х >1): | 


În fiecare din exerciţiile următoare, să se arate prin derivare (v. $1, 
nr. 4) că funcțiile indicate diferă printr-o constantă şi să se determine res- 
pectiva constantă. 


я ^ 4 X а v 
10. f(x) = arete 2; о(2) arctg —— (a număr real oarecare). 
х d aa 


= 2 arcsin z. 


11. f(z) = arcsin 2x |1 pese оа) 





12. f(z) = arcsin (32 — 423); g(x) = 3 arcsin 2. 
F ғ, 2 sin cx 5 cos x 1 
13.. f(x) = arctg —— ————; (2) == arccos — — 
5cos x 1 1 cos 2 + 5. 


14. Un corp cu masa de 10 kg este aruncat cu o viteză iniţială de 
800 m/s. Considerind că forta datorită rezistenţei aerului este de 100 kg, să 


se calculeze energia cinetică a corpului la 2 secunde din momentul aruncării 


(se poate admite că în primele două secunde traiectoria este liniară). 


15. Un tren porneşte dintr-o gară cu o acceleraţie de 0,4 m/s? timp de 


50 secunde, apoi îşi continuă drumul cu viteza corespunzătoare momentului 


50. Cu 500 m înainte de gara următoare, se imprimă trenului prin 
frinare — o acceleraţie negativă. Sá se determine: 
1° Cit trebuie să fie această acceleraţie pentru ca trenul să se oprească 
după cei 500 m? 
со 


2? In cit timp parcurge trenul distanţa de 37 km dintre cele două gări? 
Să se stabilească intervalele de monotonie si — cînd este cazul — extre- 
mele următoarelor functi : 
= 16. Tx) 5 10 2. 17. TOS) 23—27 т. 18. f(x) a? (8 r). 
0 т 1 € Я 2 5x ; SR 1 

19. T) -. 20. f(x) = ——. 21. f(a) . 

i 1 За 1 1 r^ 
BO £f 1 z+ چ‎ 99 fj xh 9 BA ala Ух 
22. f(z) = ————— 23. f(x) =- . 24. f(2) ك‎ || T, 

1 1 1? 2% 1 | 1 1 

TS . m é › 

25. f(x) sin ж — cos x, definită pe intervalul [0, 27]. 


26. f (x) = x— tg x, definită pe [0, r] zb 


27. На) = алах definită pe intervalul [0, 27 7 


1 cos?r 
















EXERCIŢII 








29. f(x) =- 30. f(x) = 


98. f(x) = an x. 


т 


31. f (x) = ln eos т, definită pe intervalul|- — o =]. 
LS COP 


32. f(z) = ve. 39. РС) eate: 34. f(z) = Fe (n natural). 


35. f(x) E gu 36. f(x) = In x — arctg 2. 


94. f(x) xr. 38. f(x) == f x 


39. Mişcarea uniform accelerată a 
92 — 8t + 2. Sá se determine: 


unui mobil pe axa Oz este dată de 


legea s (1) = 
1° poziţia iniţială a mobilului ; 
д° in ce sens al axei Or si cu ce vit 
à mobilul sensul de deplasare. 


eză începe mișcarea mobilului ; 


3° in ce moment isi schiml 
40. Miscarea unui oscilator armonic este dată de legea s(t) A sin тї. 
viteza şi sensul de deplasare a mobilului după 


c 


Să se determine poziţia, 
t 





secunde de la inceperea mişcării (4 0.75). 
Să se stabilească intervalele de convexitate şi de concavitate şi — cind 
este cazul — punctele de inflexiune ale următoarelor funcții : 
- 41. f (2) 2° Зх 4 1. 12 fí r) 5r 1 ) 
— 43. f (x) a3 + 92° 2 1. 14. f (x) mi l. 
e. IE d 1 ^ 1 
15. f (x) 32 + x + 1. 16. f(x) ——53 df) —— 
1 1 1-2 
48. fix) EE. е 49, f(x) | à 1 
1 qs Fox 1 
50. f (x) sin z— cos z, definită pe intervalul [0, 2%]. 
51. f (x) = a n г. ауа 
Să se determine asimptotele graficelor următoarelor funcții : 
Se a т А М 1 УТ 
29. f (x) Ti > 54. f(x) ,س‎ 99: f(x) Ix A 
1 тз і [* г? 9 
EE — " x 1 SEU; 
56. f(x) = ——* 57. f(z) — == 58. f(x) 
1 x 
EC А da 22*--1 4 T v4 
59. (2) 60. f(x) 1 61. 
p^ 1 1 1 
69. f(x) OF 63, f(z) = In (z3— 1). 


1 cos c 
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Procedind conform indicaţiilor de la $ 5, să se reprezinte grafic urma- 


toarele funcţii : 














65. f(a) = a$--z4-1. 66. (2) =—mtâz. 67. f(x) = 2° + 1. 
68. (л) = 1—4. 69. f(x) 1025—5418 + Ax) 
10 
70. f(z) = — 71. f(2) = 79. (а) 2. 
1 r“ 1 ү? х — 1 
73, (m) = 2. М.а) = - 75. f(z) = — 
1 1 xs 1 r? 
76. fiz) = — : 11 (а) = Па — 2. 38. flo) 1 ya 
(1 x?) (4 v?) 2 
79. f(x) = | 2. A. fin) = а [же 81. Ка) = | =! 
t 1 1 ? х 4 1 
89. f) c oW : 83. f(z) E _ eos r 
cos x 1 COS 1 
tew: (ш) a 86 = лды 87. fix) =. 
cos 2 sin x 4 
1 2 
88. f(z) = e j 89. f(x) = е E 90. f(x) = ze. 
91. f(z) = n - -* 99. f(a) = c ln a. 93. f (x) = n 2. 
á T 


Procedind ea in exemplele de la $ 6, sá se rezolve problemele de maxim 
şi minim de mai jos (94—100) : 

94. Considerind douá numere strict pozitive de sumă dată, a, să se 
determine valoarea maximă a produsului puterilor lor, respectiv a т-а şi 
a n-a (m >0, n >0.) 

95. Considerind două numere strict pozitive de produs dat, а, să se 
determine valoarea minimă a sumei puterilor lor, respectiv а т-а $i a n-a 
(m >0, n > 0). 

96. Sá se determine dreptunghiul de arie maximă înscris într-un cero 
de rază dată, r. 

97. Să se determine dreptunghiul de arie maximă care are două virfuri 


pe o laturá a unui triunghi dat, iar celelalte douá virfuri pe celelalte laturi 


ale triunghiului. $ 








EXERCIŢII 








98. Sá se determine cilindrul de volum maxim inscris într-o sferă de 
rază dată, r. 


99. Să se determine cilindrul de volum maxim pentru care perimetrul 
secţiunii axiale este de 6 m. 


100. Dintr-un riu de lăţime a porneşte un canal de lăţime b, formind 
un unghi drept cu riul. Care este lungimea maximă a unui vas care poate 
intra în acel canal? (Se neglijează lăţimea vasului.) 


101. Fiind dată o tablă metalică de formă pătratică, de latură a, se 
taie în fiecare colt cite un pătrat de latură z. Dreptunghiurile rămase se 
indoaie şi se obţine о cutie cu baza pătrată. Să se determine £ astfel încit 


volumul cutiei să fie maxim. 


102. Două oraşe A și B sint situate la distante respectiv de 3 km si 
1 km de șosea. Știind că proiecția distanţei AB pe şosea este de 10 km, să 
se găsească traseul cel mai economic pentru o cale ferată care să unească 
cele două orașe, mergind în vecinătatea şoselei, iar—pe o porţiune de 
2 km — paralel cu şoseaua (pe această porţiune distanţa dintre calea ferată 
şi şosea se consideră nulă). 

103. La ce înălțime trebuie așezată o lampă pe verticala centrului unei 
piste circulare de rază R, pentru ca această pistă să fie luminată la maxim, 
ştiind că intensitatea luminii într-un punct M este proporţională cu sinusul 
unghiului 0 format de raza de lumină cu planul pistei și invers proporţională 
cu pătratul distanței de la M la sursă. 

Utilizind rezultatele de la $7, să se stabilească numărul rădăcinilor 
reale ale fiecăreia dintre ecuaţiile următoare și să se separe aceste rădăcini : 

+104. 22 — 322 — 92 + 3 = 0. + 105, 32+ — 833 — 48 33 -- 4'— 0. 

106. 321 — 4x? — 62?--12 2—7=0. 4107. 25 — 42? + 3 = 0. 


Să se discute după valorile parametrului m rădăcinile reale ale urmá- 
toarelor ecuaţii : 


108. 23--2*—z--m-. {+ 109. 21 — 423 — 82? + m = 0. 

110. 21 — 4 mz? + 4 m?z? — m? = 0.1411. 529 — 18 254 15 + m — 0). 
1-119. 924 — 235 — 3a? + бт = 0. 113. 22 + рх + д = 0. 

114. a+ + pa + 9 = 0. 115. s” + рх + д = 0. 


116. 22 — xz —ln z 4- m = 0. 117. 224 GH е^ HL т = 0. 
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118. Să se calculeze rădăcina pozitivă a ecuaţiei 2? — z — == 
aplicind de două ori metoda coardei. 

119. Să se calculeze rădăcina pozitivă a ecuaţiei 2? — 8x — 1 = 0, 
aplicind de trei ori metoda coardei. 


i 
şi să se aplice de două ori metoda coardei pentru 


120. Să se arate că ecuaţia zi + 42? — 443? — 13 2 + 4 = 0 are o rádá- 


ciná situatá in intervalul (1,2) 
caleularea acestei rádácini. 


191. Să se rezolve ecuaţia 2025 — 24 2? + 9 = 0, calculind fiecare 
dintre rădăcini, aplicind de două ori metoda coardei. 








Mw 


CAPITOLUL XI 


INTEGRALE 


$ 1. CALCULUL ARIILOR SUPRAFETELOR PLANE 


Una din problemele importante ale matematicii a fost aceea a calculului 
ariilor unor suprafețe plane. Pentru rezolvarea acestei probleme a fost creat 
un nou instrument de calcul — integrala — care s-a dovedit foarte util şi în 
rezolvarea altor probleme, puse de fizică. 

Din geometrie se știe cum se calculează ariile unor suprafețe simple, 
cum sint: triunghiul, dreptunghiul, paralelogramul. Aria unui poligon se 
obţine descompunind poligonul in tri- 
unghiuri $i insumind ariile acestora 


(fig. 148). / 


Pentru calculul ariei unui cere de a / 
rază H se consideră un şir de poligoane < aeo 
à 3 ў У M / cu e — 
regulate inscrise în cerc, cu un număr + | E ds 


i 
de laturi din ce in ce mai mare. Cu cit 4 | „7 


numărul laturilor este mai mare, cu atit 
poligonul diferă mai puţin de cerc. Sirul 
ariilor acestor poligoane are limita rR. 
Dacă se consideră un şir de poligoane circumscrise, cu un număr de laturi 
din ce în ce mai mare, şirul ariilor acestor poligoane are de asemenea 
limita zA?. Limita comună, т#?, a celor două şiruri de arii a fost luată 
- prin definitie — ca arie a cercului. 

Procedeul folosit pentru calculul ariei cercului poate fi extins şi în cazul 

altor suprafeţe, delinind aria ca limită comună a ariilor unor anumite şiruri 


de poligoane (nu neapărat regulate). 
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1. Aria triunghiului 


Să arătăm mai întîi cá, aplicind acest procedeu în cazul unui triunghi, 


se obţine într-adevăr aria triunghiului. 
Să considerăm triunghiul ОаА mărginit de axa Oz, graficul funcţiei 


f(x) 











X egale cu 


27 (dreapta y = 2z) şi dreapta х = a, а > 0 (fig. 149). 


Acest triunghi are baza а si înălțimea 
a * 2а 
= а?. 


f (а) = 2a, deci aria sa este 5 = 


ә 
Pentru calculul acestei arii vom aplica 
acum următorul procedeu : 
Împărţim intervalul [0, a] în n părţi 
. a . 
egale de lungime —, prin n + 1 puncte de 
n 
diviziune : 
a 


E Ah 
n n 


aa 
و‎ 9 —3 
n 


a a 
SD 
n 

Pe fiecare din cele n intervale partiale, 
ca bazá, construim cite un dreptunghi ca in 
figura 149 *. Aceste dreptunghiuri au bazele 
a 


n 


si ináltimile respective 


EG a = , a 
0,2—,4—,.., 2(n—1)-—. 





n n n 
Ariile acestor dreptunghiuri sint respectiv 
r a aad 
—.0,—+2—, 
п п n 
a a а ‘с а 
AL. (0—1) 
п n n n 
Aria s, a poligonului hașurat în figura 149 este egală cu suma ariilor 
dreptunghiurilor : : 
0 а x pow 07.7 а a 
Sp == — 0 T—:* D= pe 4 — T 2 (n — 1) — = 
n n n n n n n 
oa 2 - a? n(n 1) E 1 
= 00 4 ратуе = а" 
п? п? 2 n 
ж În figurile 149—153 si 155 s-a luat n = 4; în figura 154 s-a luat n = 5. 
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1494... м1 = ————— este suma unei progresii aritmetice cu 


n termeni, ratia 1 şi primul termen 1. 


Aria $, а poligonului aproximează prin lipsă aria triunghiului. Această 
aproximaţie este cu atit mai bună cu cit punctele de diviziune sint mal nu- 
meroase (cu cit n este mai mare). Intuitiv, este de prevăzut ca limita șirului 
(s,) să fie egală cu aria triunghiului. Calculind limita șirului (s,), obţinem 
intr-adevăr : 

n 1 


Gy. п — 1 < 
— alim ———2g:.1-a. 


п-> со п 


lim s, = lim e? 


n o0 п oo 1 


Pe fiecare din cele n intervale partiále, ca bază, să construim acum cite 























ы 1 ча А * DR à z ? : 7 a 
un dreptunghi ca în figura 150. Aceste dreptunghiuri au bazele egale cu — 
F a n 
si înălțimile respectiv 4 
; ; I y 4 
nu a a а а 
= 4 ОЛИИ 
п п п п 
Ariile acestor dreptunghiuri sint respectiv 
СЕЕ c к= 
n n n n n n n n 
Aria $, a poligonului hasurat in figu- 
ra 150 este 
T a а.а а а а : 
Os y 2 гир 4 X v о | НЕ бя 
n n n n n n 
ad 5 a a* 4 Ре 
2.9 =2 (1424+43 +... +n) = 
п п n* 
2 ní(n 1) п +41 
О 2125 = аё ل‎ 
п? 2 n — 
‚ = ; A à Р А *- Q 
Aria $„ a poligonului aproximează prin È сє 
exces aria triunghiului. Această aproximatie Fis. 150 


este cu atît mai bună, cu cit n este mai mare. 
Limita șirului (5,) este de asemenea egalá cu aria triunghiului. Într-adevăr : 


n 4-1 n 4-1 


= а cda. 





lim S, = lim а? = а? lim 
Too !n— o6 n n oo n 
Este evident cá în cazul triunghiului este mult mai simplu să-i aflăm 
aria direct, calculind produsul dintre bază $i înălțime si împărțind prin 2; 
decit căutînd limita șirului ariilor unor poligoane. 






























CAPITOLUL XI. INTEGR ALE 


262 








xemplu mărginite de linii curbe, nu 


Însă, în cazul altor suprafeţe, de e 
entru definirea şi calcularea ariei, 


un procedeu direct p 


mai dispunem de 
a procedeul de aproximare prin poligoane. 


+ deci trebuie să recurgem 1 


2. Aria segmentului de parabolá 


orám triunghiul curbiliniu ОаА márginit de axa Oz, parabola 
) şi dreapta z = 4, 4 > 0 (fig. 151) 

Sá impártim intervalul [0, a] in в 
părţi egale prin punctele de diviziune 


Sá consid: 
y — 22 (graficul funcţiei f (2) 


2 


д? 


..., (n— 1) S d 
n n 





şi pe fiecare interval parţial să construim 
cite un dreptunghi ca în figura 151. 
Aceste dreptunghiuri au bazele egale 


El AAT . + 
cu — ŞI înălțimile respectiv 


























n 
= a ^ 
a“ e» d^ a? 
0, —, 2* —, ‚ (n — 1)? — 
п? п? п? 
Ariile acestor dreptunghiuri sint 
respectiv 
a ^ a a? a 92 а? a, 9 a? 
S go, a эл ус. 
n n mnm п п? п п? 
Aria s, a poligonului hasurat in figura 151 este 
a A а а а себ i k^ а? 
5, = 0 + ue pes Г - (n — 1) — = 
n n п? n n? n п? 
3 3 fns 2 3 
a р ‹ 5 9- 1° [n n n a T: 74 
= [12 4 22 +92 + L (0 — 1) =-= 1 — =) - -— 03 — pe ٠ 
pn? ا‎ 2 6 Ј 3 2n 6n? 
x ERIT dale d. М m? те nm y 
* Se stie că 12 -+ 2° + аЗ Е тз == Pentru demonstrarea acestei 
< 2 6 
egalităţi se pleacă de la identitatea (p + 1)3 = р? + Зр? + 3p + 1, se face succesiv p — 1, 
2, 3, ..., m Şi se adună egalitálile obţinute. 
Pentru т = п — 1 se obţine 
З ^ n—1» (п — 1) (п — 1) n3 п? п 
1292 +... + (п — 1)? = ( -+ —— + — - — 
2 6 3 2 2 


3 
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Luind n — 4, 2, 3, ..., obţinem un sir de poligoane care au respectiv 


ariile 51, $5, Sg, .. Limita acestui şir este: 


: . аз 1 E аз 
lim s, — lim [ — аЗ — + a’ zs] — — 


nes Ro 2n 6n? 


Să construim acum pe fiecare interval parţial un dreptunghi ca în 


. ER ; 7 Уса 13 = 
figura 152. Aceste dreptunghiuri au bazele egale cu — si înălțimile respectiv 





n 
a? а? q* 
ir Е n^ п ] 


iar ariile respectiv 


a а? i asd" a US 
E sg). mo get pe me 


n n? n п? п n 


Aria 5, a poligonului hasurat in 


figura 152 este 

















CUR 8 а А а? L a } 22 a d a 32 at 4 
т pă n п? п n? 
a > a Q ua 
ا‎ - eno (1* 224-3 + 
п п n? 
аз (n? n? n аз 
+... Е) = — کا‎ -+ = 
п 13 2 6 3 
= Ius 1 
ا‎ а= کے اد‎ — 
2n бл? Еіс. 152 
Luind n = 1, 2, 3, ... obţinem un şir de poligoane care au respectiv 


ariile $,, Ss, Sg, ... Limita acestui sir este 
1 3 5 


: 3 ; a3 a 223 аз 
lmS$,—lim|—--d-—-Fe-|---: 
3 2n бл? | 3 





Ti—*o0 n- 2 


Poligoanele din figura 151 sint continute in triunghiul curbiliniu OaA, 


iar poligoanele din figura 152 contin triunghiul curbiliniu ; aceste poligoane 
diferă de triunghiul curbiliniu cu atit mai puţin cu cit n este mai mare. Este, 
deci, natural ca aria $ a triunghiului curbiliniu să fie un număr de care ariile 
să difere cu atit mai puţin, cu cit n este mai mare. Acest număr este 


51 5, 8 


$5 
limita comuná a celor douá şiruri de arii, ($„) 51 (9,). 
а? 


Aria triunghiului curbiliniu ОаА este prin definiţie egală cu 


Să arătăm că, folosind alte dreptunghiuri, se obţine acelaşi rezultat. 
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Dar lim 5, = 


"noo 


Se observá cá 


A'a'aA *. 





din aria a? a dreg 
este egală cu dou: 


* Acest rezultat a fost obţinut pentru prima oară de Arhimede (287—212 1.e.n.). 


Impártind ca mai înainte intervalul [0, a] în n părți egale, să alegem 
un punct č, în primul interval partial, un punct č, in al doilea interval 
partial, ..., un punct £, în al n-lea interval partial (fig. 153): 


WS a 2a a > а 
0, 10 7— E = 9 (n—1)—, Sny M 
n n n n 
ly Pe acesteintervale parțiale, ca 


baze, să construim dreptunghiuri 





ca in figura 153, avind înălțimile 
respectiv 


r2 r9 ra 
SRI 23 ***3 ^94 
şi ariile respectiv 
@ e р) 2 a zo 
E EE KN US Ye Ы 
п п п 


Aria с, a poligonului hasurat 
în figura 153 este 


а yg 
| - 


a 
| 
|| 
| 
fet 
mro 


-|- a E э 
> |I 
n n n 


NIS 


Acest poligon este cuprins între 
poligoanele din figura 151 si figu- 
ra 152, deci 





sous 





n* 


Trecind la limită in inegalităţi 
c з?» 
obţinem 








= lim s, < limo, « lim $,. 
"ig. 153 n>% ` n> n>% 
e Li 
2 ¬ a3 У i 
lim $, = —, astfel incit: 
ES 3 
a? 
limo, — —- 
n-— со 3 


CA i А z à е Р T . 
aria — a triunghiului curbiliniu OaA este egală cu o treime 
3 : 


Xunghiului BOaA, deci aria triunghiului curbiliniu BOA 


А treimi din aria acestui dreptunghi. Rezultă că aria seg- 
mentului de parabolă A'OA este egală cu două treimi din aria dreptunghiului 


inte: 


pun: 


{ial ғ 
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$2. INTEGRALA 


Procedeul expus in paraeraful precedent, în cazul. funcțiilor f(x) = 2x 
| S , i 

şi f(x) = 22, pozitive pe intervalul [0, a], va fi extins acum pentru o funcţie 

oarecare f (nu neapărat pozitivă), pe un interval oarecare [a, 5]. 


1. Definiția integralei 


Fie f o funcţie definită pe un interval Z şi а < b două puncte din acest 
interval (fig. 154). 


J 








S 





Fig. 154 


Să impártim intervalul [a, b] in n intervale parțiale- egale *, prin 
punctele de diviziune 


@== Ж BG Фу му cq Тш, Жү, dou Ee Ds 


ls : z 5 > 
Dacă | = b — a este lungimea intervalului [a, b], fiecare interval par- 


. dM 
{ial are lungimea — - 
n- ©) 


* intervalele se aleg egale pentru a simplifica expunerea. 
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În fiecare interval partial [z; ,, z;] să alegem un punct oarecare Ё; 


adică Ti a C ;; să considerăm valoarea f (£;) a funcţiei f în acest punct 





si să formám produsul f(£;) (z; — z;.4). Pentru cele n intervale parţiale 


у 


obţinem produsele 
1 | 21) (2; E Ж), FI $3) (Za ES zı), aa f (5) (н RI X 1) 
Să notăm cu $, suma acestor produse: 


Sul 21) (24 — 29) 4 f (Ea) (2 


| 
cL 
| 
-- 
| 
+ 
—^ 
EN 
3 
~ 
£3 
“ 
а, 
| 





se numeşte sumă integrală a funcţiei f. Luind succesiv n = 1, 2, 3, ... 
(adică împărțind intervalul [a, b] în părţi din ce in ce mai mici), pentru o 
anumită alegere a punctelor intermediare, &;, obţinem un şir de sume in- 
tegrale, $4, So, Ss, ..., Sny ...; pentru o altă alegere a punctelor intermediare, 
€l, obţinem alt şir de sume integrale, 51, S5, ..., 57, ... În acest fel putem forma 
o infinitate de şiruri de sume integrale, corespunzătoare dileritelor alegeri 
posibile pentru punctele intermediare. 

Observaţie. Dacă a = b, intervalul [a, b] se reduce la un punct, deci este 
de lungime 0. Se constată usor că, dacă adaptám la acest caz procedeul de 
mai sus, toate sumele integrale sint nule: 5, = 0. 


Definiţie. Dacă fiecare sir (5,) de sume integrale are aceeași limită 
finită /, independentă de alegerea punctelor £;, spunem că functia f este in- 
tegrabilă pe intervalul (а, b). 


Limita unică 7 se numește integrala funcției f pe intervalul [a, b] si se 


notează M G) daz 


n- o 


MG) dz = lim S, 


În $6 se va arăta cá, în cazul cind funcţia f este pozitivă, numărul 
b 


o dz reprezintă aria suprafeţei mărginite de axa Oz, graficul funcției f 
a 
şi dreptele z = а, x = b. 


" 


f (ж) dz se citește integrală de la a la b din f (x) dz. 


— 


——— 
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Se foloseste de asemenea notatia 


fda. 


Aa E 


Semnul \ se numeşte semn de integrală; а şi b se numesc limite de inte- 


grare; a este limita inferioară, iar b este limita superioară; intervalul [a, b] 
se numeste intereal de integrare. 

Functia f se numeste funcţie de integrat; % se numeşte variabilă de inte- 
grare. Variabila de integrare se poate nota si cu litere : !, и, 0, Y, 2, % etc. Astfel : 


— 
zm 
R 
— 
2. 

R 
| 


b h 
Vo di = \ f (и) du = \ f (2) 4 = f (о) dz ete. 


c‏ سے ج 


а а а 


Din observaţia precedentă rezultă că 


> سے 


Se defineste de asemenea integrala | /(z) dz, cu limita inferioará mai 


) 


mare decât limita superioară, b > 0, prin egalitatea 


H 
b 


f(x) dz =- MG) dx. 


а 


Tu a 


b 
Trebuie reţinut că integrala | f (2) dz este un număr (бе cà a « b, he 
a 
cá a > D). 
Se poate demonstra urmátoarea proprietate : 
Orice funetie continuă pe un interval (a, b) este integrabilă pe acest 
interval. 


Demonstratia acestei proprietăți depăşeşte cadrul manualului. 

Funcţiile f (x) = 2x si f(x) = 2° sint integrabile pe intervalul [0, «] 
fiind continue pe acest interval. Din consideratiile făcute in paragraful pre- 
cedent rezultă 


a a 

- ә ә аз 
( 22 ах = а?; \ 2° dz = — 
P 3 


0 0 
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În ce priveşte funcțiile diseontinue, unele sint integrabile, iar altele 


nu sint integrabile. 


De exemplu, funcţia f definită pe [0, 1] prin 


dacă x este rational 


[2 
f (x) v 


dacă x este irațional 


nu este integrabilă pe [0, 1] 


într-adevăr, alegind punctele intermediare £; rationale, avem ГЕ) — 0, deci sumele 
integrale corespunzătoare 5,sinL toate nule si lim S, 0; alegind punctele intermediare E: 


oo 


1: 





iraționale avem f (5?) 1 si sumele integrale corespunzătoare 57 sint toate egale cu 








п 
SL اور‎ [(&) (xj — ti) (jj) = (24 — 29) t (2: — 1) 
i-1 
$ (t, Qa.) = гу + Tan = 0 1-1. 
Rezultă lim S; = 1. 
n - o 


Limita sirului sumelor integrale depinde de alegerea punctelor intermediare, deci func- 


ра nu este integrabilă. 
Observaţii. 1° Conform definiţiei precedente, dacă f este o funcţie inte- 


grabilă pe un interval [a, b], fiecare şir (S,) de sume integrale are aceeaşi 


b 
limită, | f (2) dz, independentá de alegerea punctelor č; Aşadar, pentru 
J 


a 
calculul integralei este suficient să luăm un singur şir (S,) 
corespunzător unui mod particular de alegere a punctelor 
la extremitatea dreaptă a intervalelor parţiale). 


de sume integrale, 
£; (de exemplu, 


la extremitatea stingă sau 


n b 
2? La începuturile. analizei, suma integrală у f(5) * (x; — Ti) era notată S f(x) Ах, 
i= | a 
unde Az reprezenta lungimea comuna a fiecăruia din cele n intervale parţiale. Notatia 
n 


b 

integralei prinf f(x) dx aminteşte această notatie a sumei integrale: semnul de integrare | 
J J 
a 

provine din litera S prin alungire, iar dz provine din Az. 
3? Semnul de diferenţială dz care apare in notația integralei nu are justificare teo- 
reticá, dar s-a pástrat pinà astázi prin traditie. Avantajul acestei notatii este acela cá, dacă f 
e o funcţie de mai multe variabile, prin ах se precizează că variabila de integrare este T. 


est 
antaj la calculul integralei unei funcţii compuse 


Această notație prezintă de asemenea un av 


(metoda schimbării de variabilă), aşa cum se va vedea mai departe. 
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2. Formula lui Leibniz-Newton 


Procedeul de calcul al integralei ca limită a şirurilor de sume integrale, 
expus anterior, necesită calcule laborioase chiar pentru funcţiile cele mai 
simple. 

În acest număr se va arăta cá, cel puţin pentru funcțiile continue, inte- 
grala este strins legată de operația de derivare. Această legătură este expri- 
mată de formula lui Leibniz-Newton, care este dată mai jos. 

Enuntám mai întîi proprietatea următoare, a cărei demonstraţie depă- 
geste cadrul manualului. 

Dacă f este o funcţie continuă pe un interval I, există o funcție F deri- 
vabilă pe I, a cărei derivată este egală cu f: 


F' == fi 

Fie f o funcţie continuă pe un interval [a, b] şi F o functie a cărei deri- 

vatá este f: 
Е (2) Iz. 
Să impártim intervalul [a, b] in n părţi egale prin punctele de diviziune 
а= Тәу Lis Day ee Wig, Who. nta bn = b. 

Sá aplicăm teorema creșterilor finite funcţiei F, în fiecare interval 

partial [z.4, ci]; există un punct č; Є [zi 2;], astfel incit : 


Е (x)— F (ту) = (xi — tia) Е (6) = (2; — Tia) (E 


F(z) — F(z; 1) = F&;) (2; — Bia) 


Făcind i= 1, 2, ..., n, obţinem egalitátile 


F (2, 1) c P (2, 2) == f( Pct) (2, Y n ә) 
F (xu) — F (2,4) — f CENCE e 
Adunind aceste egalitáti membru cu membru si reducind termenii ase- 
menea din membrul sting, obtinem : 


za (2,) =E (20) => f(&) (2; — to) T fi Éa) (2 — $1) T -= 


n 


scd- f(E) (2, — 24) = > f (E) (2, — zi) = Sa 
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sau, deoarece х, = b și 2, = a, 
F (b) — F (a) = S, 

Toate sumele integrale 5, (corespunzătoare modului particular de ale- 
gere a punctelor Ë;, indicat de teorema cresterilor finite) sint egale cu 
F (b) — F (a). 

Funcţia f este integrabilă pe [a, b] (fiind continuă). Observind că şirul 
(S,) este constant, rezultă : 


b 
Mo dz = lim 5, = F(b) — F(a). 


Pentru integrala Mo dz obţinem : 


b 


f(z) dz = — [F (0) — F (a)] = F (a) —F (b). 


سے to.‏ د 


a n 
j da 


Am obţinut astfel formula următoare : 





c. 
| 
| (f) dz — F(b) — F(a) 


| 








numită formula lui Leibniz- Newton. 
Această formulă este valabilă fie că a < b, fie că a >b: ea este valabilă 
şi în cazul cind а = b, deoarece 


a 


MG) dz = 0 si F(a) — F(a) = 0. 


a 


Dacă Ф este o altă funcţie a cărei derivată este f, O = f, urmind ratio- 
namentul de mai sus deducem : 


f(x) dz = (b) — Ф(а). 


2 t3 


Așadar, formula lui Leibniz-Newton este valabilă oricare ar fi functia F 
a cărei derivată este f. 
b 
Pentru calculul integralei | f(z) dx este, deci, suficient să cunoastem o 
a 


singură funcţie F a cărei derivată este f. 
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ib 
r F (x)| = F(b) — F(a). 
а 
Notatia F(z) | inseamnă, deci, că în funcția F(a) se înlocuieşte argu- 
la 8 
mentul x mai íntii cu limita superioară b (si se obţine F (b)), iar apoi cu limita 
inferioară а (şi se obţine Е (a)), şi se face diferența numerelor obţinute 
F (b) — F (a). 
Cu aceastá notatie, formula lui Leibniz-Newton se scrie : 
| è F b 
MG) dz = F(z) 
J | 
a ü | 
Exemple : 
1) Fie f(z) = 2х; avem F (x) = x?, deoarece 
F' (x) = (22) 2T, 
deci 
a la 
| 
| 2zax = r? | = Q? 0 a* 
0 0 
(Am regăsit un rezultat obținut anterior.) 
ră 
2) Fie f(x)— 2°; avem F (x) = —, deoarece 
3 
F (2) | -) _ = д? 
3 3 
deci 
a 
С х3 |a a? 0 а 
ada = - == -— = 
3 |0 3 3 3 
0 
(Am regăsit un rezultat obtinut anterior.) 
3) Fie f(x) = cos z; avem F (x) = sin x, deoarece 
"mM 
F’ (x) = (sin x) = cos т, 
deci 
r [r 
ا سے‎ 
2 [2 E 
( : sin — sin 0 = 1—0 = 1. 
\ cos х dr = sin x ә 
0 





Pentru uşurinţa calculului, diferența F (b) — F (a) se notează F (2) 
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CAPITOLUL ХІ. 
dic cate CUIR LU e MISSE 
§ 3. PRIMITIVE 
* 
reduce calculul integralei unei funcții 


Leibniz- Newton 


mei ur -mătoare = 
'unciie F а 


Formula ]ui 


continue la rezolvarea problei 
Dindu-se 0 funcție f definită ре un interval, să 8 găsească oft 
cárei derivată pe acest interval să fie eg ală cu f, Е'= |. 
Dacă f este discontinuă, problema aceasta NU are totdeauna soluţie. 
Dacă, 1088, f este continuă, atunet, după cum 5 s-a spec ficat in § 2, nr. 2, 
funcţie F care să T áspundá probleme de mai Sus: 
uncţiile continue definite 


numai | 


totdeauna 9 
studiate 


există 
De aceea, în continuare vor fi 
pe un interval. 
1. Detiniti a primitiv elor 
Fie f © funcţie continuă pe UP interval 1. Dacă F este 0 funcție deriva- 
pilă pe ] şi dac aP af atunci, oricare ar fi numär ul C, funcţia F 4- С are 
de asemenea derivata egală cu f, deoarece 
(F + Crede c f: 
Ле egale cu f. 


finită de funcții care au derivatel , 


derivare da se numesc 


mulţime in 
u funcţia f 


Există, deci, 9 
petinit ie. Funcțiile саге prin 
x si, în ge 


ale lui f. 
7) = 5 „= sin X 
= cos T. 


funcţiile Е; = па 9› 
_ C(C număr real oarecare)» ale funcţiei T (x) = 
lor lui [ se 





primitive 
sin x, F 3 (0) = 


sint, toale, Moms 
integrala 


pe exemplu, 


F(x) = 


neral, sin X 
Multimea tuturor primite numeşte, in mod obişnuit, 


a lui f, şi se noteazt 


nedefinită 
\ f (2) dz 


1й din f (2) dr. 
at cu y, W { etc., atunci integrala 


argumentul tunetiel f este notat 


notează respectiv 


nedefinită se 
' (aj) dy M Q0 du, Ко etc. 


integra 


f (y) 9v 
q4imitüvá a lui f, F' =f. Deducem următoarele două 
ie de [forma PAC (C număr real oarecare ) 


proprie (А: 
imitied 


tou 


este О pri 
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Într-adevăr : (F + C) = F' =f. 

Aşadar, integrala nedefinită V (2) dz contine întreaga familie de funcţii 
F -- C (unde C parcurge toate numerele reale). 

Reciproc : 

2) Orice primitivă a lui f este de forma F + C. 

Într-adevăr, dacă Ф este o primitivă a lui f, atunci Ф’ = f, deci O’ = F’ 
și deci Ф și F diferă printr-o constantă,  — F = C (v. cap. X, $1, nr. 4), 
de unde Ф = F + C. 

Asadar, integrala nedefinitá MG) dz este formată numai din functiile 


familiei F -+ C. Scriem : 


(f (д) dz = P (a) + C. 


C se numeşte constanta de integrare a integralei MG) dz. Constanta de in- 


tegrare se poate pune si sub altă formă; esenţial este ca ea să parcurgă toate 
numerele reale. De exemplu, constanta de integrare se poate pune sub 
forma In K, unde K parcurge mulțimea numerelor strict pozitive, deoarece 


? Е С 8 
in acest caz In K parcurge toate numerele reale; sau sub forma —» (a Æ 0), 
a 


unde C parcurge toate numerele reale, sau sub forma C, + C,, unde C, şi 


C, parcurg toate numerele reale. 


Observaţie. Formula | f(x) dx = F (x) + C este adevărată dacă, şi numai dacă, funcția f 


este definită pe un interval. 

Dacă f nu este definită pe un interval, ci, de exemplu, pe o reuniune de intervale dis- 
juncte, atunci integrala nedefinită contine si alte primitive care nu se pot obţine din una 
din ele, F, prin adăugarea unei constante, deci formula de mai sus nu mai este adeváratà in 


acest caz. 


De exemplu, funcţiile F si definite pe mulţimea А = (о - lu E , я! astfel : 
ә 9 

tg x + 1, dacă ze (о =) 

tg ®—2, dacă тє | - 


sint amindouá primitive ale funcției f(x) = ———— definită pe A, dar diferența —F 
cos? x 


nu este constantă pe A, deci Ф nu se poate obţine din F prin adăugarea unei constante 


18— 968 
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Egalitátile 


F' (x)= f(z) s MG) dz — Е (2) + С 








` 
sînt echivalente; fiecare din ele atrage pe cealaltă. Această observație per- 
mite ca, ori de cite ori cunoaştem o derivată, să deducem o integrală nedefinită. 
Exempie. (Toate functiile de mai jos se consideră definite pe un interval.) 
1) 0 0, deci | 0dr = 0+ C= С, 
2) x = 1, deci | 1 dr 
in loc de | 1 dæ se scrie \ dz, deci | ах = 2 ( 
3) (32)! = 3, deci \ 3da )z 4- G 
1) (23) = 2x, deci \ 22 4х = 2? G 
o) Gy 325 deci | 3а? da == 23 С 
od d )r* - М те r? 
6) | = س‎ = zx, deci | т? da = Y p 
\ 3 \ 3 
p 123 f 2* 
7) | | —— = 2% es Hdr ==> C 
1) 1 J 4 
; 1 Т 
8) (n |x|) = , deci | - da in |x| + C. 
x а 
z 1 (al 1 zb D 1 
Sp = (|а deci | da |r dre ria ا‎ 
2 [—1 g> J g | r 
| 1:34 ү’ 1 T [у е ară 
10) — = | — | 13-5 deci | — dz = \ x dr = — + C = — 
2a2 2) ză x’ 1 =з < 
i %7 r-3/ 1 ТЧ 1-3 t 
11) | — ; = |5] = gi = — 3 deci | — dz = p = = С = 
32%) —3 zt Jai —3 
pă? - 
12) [7 z | = 72%, deci | тг dz =7—+cC. 
` 3 ~ 
47 ( 2% 
13) > | = — 918 deci | í 913) dz = —9— 4 C. 
4 ! 1 





| zi х}, ( zi x? 
14) | 9 4-7 | = — 928  73?, deci | (—923 + 722) dr =—9 — 4+7 — - C. 
J 4 
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= f 1 - دد‎ m I^ = m 
15) 2 T5 — 7а | = 2x?-I- 5a 7, deci 
B 9 
d 3 2 
: و‎ ж T " y? 
(— 2° )4 7)da 2 Й iX ( 
1 9 
) 3 2 
[ Р í Y 4 
16) \(3 2) da 2 ( deoarece |3 22 = Зх + 2 
) 92 
A 4 nad t 
17) |١ ) r*— 1)d = 1 C, deoarece 
1 j 
| 1 Т. ү 
› 7 1 Da с" 1 
1 ) | 
[rod i : Y—. 1 1 
18) \ 42=2 ү z C, deoarece (2 | zx) —2-: = —= 
| ‹ 
JI Ж 2 | x | r 
v b. 1 z LM 1 1 
19) | + ах = Ìn | = |— + С, deoarece ر‎ — | — 
JA x xj T L T) 1 1 


2. Primitivele unor funetii elementare 


Procedind ca in exemplele din numárul precedent, se obtine tabelul de 
integrale nedefinite de mai jos. (Egalitátile din acest tabel sint adevărate 
dacă, si numai dacă, funcţiile respective se consideră definite pe un interval). 





\ { n qur , A ] 
(1) | 2d p- —— + C (n întreg, nÆ— 1) 
n 1 = 
sau: 
( 1 1 j ^ 
\ - dz =————— + С (n întreg, n x 1). 
Кж? (n— 1) 21 
Š КОРР 
(11) EA dr = — + € (x real, «== — 1). 
J x + 1 


În particular 





w 


sau 
u 1 
— dz lac С 
\ 2] т | 
(III) (ds Snie EC 
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dz = arcsin 2 + С. 


(IV) pc 


zi 


(V) Lug dz = arctg z + C. ; 


sin z dg = — eos x + C, 





(VIII) т = 02 -+ С. 


cos? Ex 





= — ctg X + C 


(VII) n ydz-sinz-[C. 
Wo 


sin? x 


(X) Ee. di -C;fedz-e-C. 


In a 


3. Proprietăţile primitivelor 


Din egalitátile echivalente 


F(z) = f(z) şi /[(х)ат = F(a) + С 


deduce imediat egalitatea : 





| JE (a) diss Pia ЕС | 





Această ultimă egalitate este utilizată mai jos pentru a demonstra două 
proprietăţi importante ale integralei nedefinite. 


| faf (a) dz = a ff (2) da | а = 0. 








x “ x C 5 
Într-adevăr, să notăm cu C constanta de integrare a integralei ff (х) dz, 
a 


C parcurgind toate numerele reale : j 
5 


ff(zx)dz = F (a) + ©. 
Aceasta inseamná 


Е (x) = f(x), deci (aF (x) = aF' (x) = af (a), 
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de unde, notind cu C constanta de integrare a integralei f af (x) dz, obţinem : 
е v 7 , ' C : 
ў af(z) dz = ) (aF (x)! dz = aF (х) + C = qF (x) + 54 = aJ f (a) dz. 


a 


In partieular, luind a — — 1, obtinem : 


| (— f (2)) da = — ( [Кх) da. 


E, / 





| (F(z) + g (2) de = MG) dz 4 (e (a) da. 


IT. 





) 





Într-adevăr, să notăm cu С, si C, respectiv constantele de integrare 
2 5 2 
ale integralelor din membrul drept (C, si C parcurg toate numerele reale) : 


M (2) dz = Р(х) + C1, | g(2) dz = G(a) + C,. 
Aceasta inseamná 
F'(z) = f (2), С (2) = g (a), 
deci : 
(F (2) + С (2) = F' (2) + G' (2) = f (2) + g (2). 
Putem nota си С, + C, constantă de integrare a integralei | (f(z) -Le(z)) dx 
1 2 © č \ 5 , 
deoarece, dacă C, si C, parcurg toate numerele reale, atunci și suma 
C, + C, parcurge toate numerele reale. Avem : 


Vf) + 2009) az =È (Fla) + GG) da = (Fla) + Ga) + (C, + С) = 


E 


> 


= (F (2) + €) 4- (С (2) 4- C) — V (2) dz + IE da. 
Din aproape in aproape se deduce că proprietatea II rămine valabilă 
și pentru suma a n funcţii: 


(f (2) +... + f, (2)) dz = (iG) da + 2. + (fala) dz. 


Cunoscind primitivele unor funcţii si aplicind formulele I și II putem 
calcula primitivele altor funcţii. 


Exemple : 




















(| | (1 К 
1) \ — Z] dr = — \— drz —lIn|r|- Ла К = n, 
EA x) 1 X 
3 ( 
2 | dz=3|- — da 22-0 
J COS“ т . cos^ 2 
(2r--5 0 5) ( 5 ( 1 
3) | : Я ах = V 2 >$ | dr = E ах + ( ză ах =2 | dz + 5 (= drz2z-4-5In|z|-- C. 
J x 2) ) 1-а 1 on 
3 7 ) 20 н 1 z 1 A 
4) 5 cos xz 4 — Ja = 5| cos x ах + 3 dz == dz = 
1 + 2? Vx |] 2] 1 -+ z? йк, 
= — 5 sin x + 3arctg x — 14 |z + C. 
+ 
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4. Primitivele funcţiilor compuse 
Deoarece F' (x) dz = dF (x), egalitatea 


\ F'(z) dz = F(a) + С 


poate fi scrisă sub formá echivalentă 











Această egalitate este adevărată oricare ar fi funcţia F cu derivată 
continuă pe un interval. În particular, ea este adevărată pentru o funcție 
compusă F(u (7)) : 

dF (и(2)) = F (u(z)) + € 


sau, deoarece dF (u (2)) = F' (u (2)) du (x), se obţine: 
\ F' (u(z)) dula) = F(u(2)) + С. 


Dacă nu mai punem in evidență argumentul z, ultima egalitate se scrie 


astfel : Y à 





| M) du = F(u) + € | 





Trebuie reţinut că in această formulă u este o funcţie. Formula are 
aceeaşi formă ca si cînd u ar fi variabilă independentă. 

Folosind această observaţie, putem obţine din tabelul de integrale ne- 
definite de la nr. 2 integralele nedefinite ale unor funi lii compuse. 


intreg == — 1). 


7 








4) \ sin? x cos x dt = \ sin? x (sin xy da = \ sin? ха (sin x) = 


Л u* sin* x I 
= ۱ du = — +С=—— a6. 
J 4 4 





E * „ С c 5 ц5 Е a 
5) | éx dr = | ex ех dr = | de* = \ ui du = — +С=— 
Б] 5 

J 
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e 





1 8r 1 ( (4:2 — 3) 1 T 
dr = ах = \ ————— dr = — In| 4z* — 3| + C. 
—3 8 J4z* —3 8 J (42° — 3) 8 
sin x ( — (cos т)” ( (cos т)” 
g x dz = dz —- dz dr = In | соз x [-+ЕС. 
COS 2 COS х cos x 
( cos х ( (sin xy , 
ctg r ах = ах = | — —— іх = In|sin 2 | +С. 
sin x J sinx 
| ( 1 ъс | "Y | 
= du = arcsin u + C. | 
J/1— u? | 
| 
1 
1 1 1 
dă = dz = : dz == 
2. 2 r ч —— 
Va x / r1? [ с \? 
4 2|/| 1 А1 a | — | | 
| a (aJ 
(a A^ 
H 
a 1 zn 
= dx = ——————— а | = س‎ du = 
m f = 2 а) Vi u? 
ў \ : 
c e ERES ) 
a a 
Р „эф ә 
= arcsin u + С = arcsin — + С(а:> 0). 
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(VI) | sin u du = — cos u + С. | 


| J 


e Р а. 1f 
1) | sin 2x dr {5 sin 2x .2 ах = — \ sin 2x- (22) = 
Ж 2 
П. 1 : 1 
= sin и-ди = — — cos u + C = — — cos 25 + C. 
2 2 2 


1-6 1-6 А 
2) (sin (2x + 3) dz = — | sin (2x + 3) : 2dr = - ym (2x + 3) · (22 + 3) dz = 
2. 2 


1 1 
= = | sin (2x + 3) -d (2x + 3) = — — cos (2x + 3) + C. 
) 9 





\ cos u du = sin u + С. 


(VII) | 
К | 





А кү 2 L E 1( : 
1) \ x cos x? ах = — \ 2хсоѕа? ах = — \ cos x? - (2?) dx = \ cos z?d (x?) = 
9 m ۵ 
D I да : 
== — | cosu: ап = —sinuţ+ C= => sint HC. 
2 2 2 


2 zs TS 
———4@=2\ соз} z: (| ху dx = 
2ү2 












































= 2 \ cos |l x d Vx - 2 sin Va +- C. 
E IS CEDE ^ | 
(VIII) | \- du = tg u + С. 
| cos? u ` 
1 Tf 3 1( (32): Lf 1 
( dz | - ах = \ = - di = y а (3x) = 
cos? 32 3 ) cos? Зх 3 J cos*3x 3 J cos? 3x 
ze 14 1 ^ 1 7 
x \ - du = tgu -+ C= te3r+ C 
3 J cos u 3 3 
i Z2 3l 
(IX) ye -du = — ctg u +C. | 
J sin? u y 
| =- - — 
t : 5 ( бл 5( (322—1) 
\ T dr = 2 : dr = : | Ape n dg = 
J sin? (3x* — 1) 6 Jsin? (3z? — 1) 6 ]sin? (32? — 1) 
5( 1 PUES 5 572 
T | = d (322 1) = — ~ ctg (322—1) + C. 
6 ) sin? (322 — 1) 6 
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(X) | je du = е“ +C. | 
| | 
1—3 TUE 1 (e 
1) fr “du = = ame ах ү tiem ах = 
е: 1 T MOM 
= = ° d(a2—3) = 5 LL Dui LCS- کک‎ С 
2 2 2 
2) { созе . gn х qa \ gn * , (sin x) dz = | esin* d (sin т) = gn c. 


$ 4. PROPRIETĂȚILE INTEGRALEI 


tă formula lui Leibniz-Newton : 


În $2, nr. 2, a fost demonstre 
b b 


V (х) dz = F (2) | 
| 
ja 

unde f este o funcție continuă pe intervalul de integrare, iar F este o pri- 

formal — din integrala 


lă poate obţine 


mitivă a lui f. 
ia Se 


Să observăm că această formu 
nedefinită 
2 

\! (a) dz = F (2) + ( 
în ambii membri limitele de in- 


înlăturînd. constanta de integrare $1 scriind 


tegrare а şi b: 
b D 


Mo) dg = F (x)| 


a 


vom deduce cîteva proprietăți utile pentru 


Folosind această formulă, 
calculul integralelor. Aceste proprietăţi (cu excepţia proprietăţii (V)) pot 
fi obţinute de asemenea folosind definiţia integralei ($2, nr. 1). 
—— = 
(уз S82. т 1) 


Moy dz = 09 


1. 


1 








§ 4. PROPRIETATILE INTEGRALEI 





IJ. 


ПІ. 














\! (х) dz = — Vo) dz 
(d (х) dz = e| f (x) da. 


a 





Într-adevăr, din (r dz = F (x), rezultă 


deci 


a 


cf (zx) dz = cF (x) 


4 
мыс 
E 
ы 
В, 
=> 
| 
` 
mtm 


| 


În particular, pentru c = — 1 obținem : 


1) 


IV. 


9 


а 1 Я 





n 


( (— sin x) ах = 2 \ (— sin x) dt = 


AM (2) da. 





Vere dz = ero dz —cF (2), 


( (— f (2) dz = — \/ (х) dz. 





(prin definiţie, 


V. 


5 2, 


— cF (b) — cF (а) = c (F (b) — F (а)) = 


nr. 


1) 
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deducem : 


( (f(a) + g) dz = Fla) + Go), 


deci 
10 (а) + g(x)]dz = [F(z) + 6 (2)] | = [F(b) + G(b)] — [F(a) + С(4)]= 
= (F(b) — F(a)) + (G(b) — G(a)) = F(x) р + Ge" = | f(a) dz + Lo dz. 


Se demonstreazá la fel cá formula IV rámine adeváratá si pentru suma 


a n juncti : 


























1 1 1 1 
(x? 1 1 С 1 x? |1 1 
1) | — dz SiN 1 |= | da бтр + In| xz | = 
\ z А zx J AN 2 |2 |2 
12 22 3 3 1 
= -— — -In1—1n2— n 2 = D ib ima z— 
2 2 2 2 2 
т x T 
4 4 4 
^ 3sin 1 cos? r—1 1 ( 
2) \ х —— dz = | | y sin £ — : dr = 3 sin тат— 
J cos* x J cos? xr) xl 
0 0 0 
T ( 0 
م‎ 1 1 10 0 
—| igma \ sin x dz + \ — dz = 3 сох| + tgr; == 
cos? x J J cos? x ія j = 
0 Rn n 4 4 
= = з V2 3 V2 
= 3 2050 — 3 cos— + tg 0 — tg – ) 25—02 
s 1 2 2 








Într-adevăr, din 





5 4. PROPRIETĂȚILE INTEGRALEI 








deducem : 


























b c 
i Jb - c КЛЕТ, TE ч 3j VEA 
Uo) dz 4- ( Г (2) = F(z)| F Ea = (F(b) — F(a)) + (F (c) — F(b)) = 
a J J а |} 
a b 
с 
: 8 (2 
= F(o)—F(a)-—F(x)| = V (х) da 
4 s 
a 
Se demonstrează la fel formula următoare : 
аз аз ап аз 
M (dz E \ f (mdz + ... + \ f (ж)ах = y r)dz. 
ar aa an "1 ai 
Nu este necesar ca punctele ау, 45, ..., 2, 58 ве succeadă în ordine cres- 
cătoare sau descrescătoare. 
! 2 
е 293 i NO се| 25» 
1) Tt => = —, \ тат = к= — — — 
\ 30^ A J qa f 3-3 
0 
1 
( 22-4 1? 2 1 4 3 
\ zaz ==; = - سے‎ = — = 
2 2 2 2 2 2 2 
2 
1 2 1 
3 4 3 
хах = \ хах + \ хх = 2 == = - 
5 J d 2 2 2 
0 0 2 
Am verificat pe acest exemplu formula V. 
2 0 2 ( 
2) \ | x| dr = ( x| dr + \ «|4 = M — qz) dx + | х da 
1 =i 0 Zi 0 
1 2 
" С q? | =1 х? |? (— 1)? 02 2* 
= | zaz к \ хах = = d | -— + 
) 2 |0 2 | 2 TOR: 
) 0 
2 1 2 
3) \тг—114к=\ 15—114 giis Y Y 
0 0 i 0 
x? 1 fx? |2 | 1 1 
== +а + |= || =н |= 
2 |0 2 |, 2 L2 
1 4 1 
= 2 XE pe | 
2 2 2 
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altei funcții. 


Dar: 


si deci: 


de unde: 


Urmează : 


interval (a, b), atunei 


Intr-adevár, 


| (uoy 


а 


$ 


1 
1 


Y 


1. Integrarea prin părți 
2 | part 


Metoda de integrare prin părţi este 


5. METODE DE INTEGRARE 


continue căreia ii cunoaştem o primitivă. 


integrarea prin părți si schimbarea de variabilă. 

















b 


\ uv dz 





т 
Formula lui Leibniz-Newton permite calculul integralei oricărei funcții 
Pentru funcţiile cărora nu le cunoaştem primitivele se pot folosi uneori 
două procedee, numite — în mod obişnuit — metode de integrare şi anume : 
Aceste metode reduc calculul integralei unei funcţii la acela al integralei 
dată de următoarea 
Teoremă. Dacă u si о sînt două funcții cu derivate continue pe un 
== = = 
\ uv’ dz = uv — | dz 
a a 
b 
2 Ib 
\ (uo) dx eu]. 
E 4 
a 
(uv) = по + ои’ 
b b b 
=: \( + он')ах = | пох + (ov dz. 
x a 4 
b b 
ES А 
10| = | uv dz + | оц’ dz, = 
a Ci 
4 а 


o 


uv | —luu'da. 





A ےا‎ o 








GRARE 


$ 5. METODE DE INTE 





Această egalitate se numeşte formula de integrare prin părți. Ea reduce 


calculul integralei | uv' dz la cel al integralei | vu' dz. Dacă se cunoaşte o 


a oto) c 


primitivă a funcţiei vu' atunci putem calcula integrala din merabrul drept 
al formulei, deci rezultă si integrala din membrul sting. 
Deoarece о’ dr = do si u' dz = du, formula de integrare prin părţi se 


poate scrie sub forma următoare : 


u do = uul — ( ойи 
| zi 


care se foloseşte mai uşor în aplicaţii. 
b 
Observaţii. 1° Pentru a aplica unei integrale | f (2) dz metoda de inte- 


4 


grare prin părți, trebuie să alegem două funcţii u şi v, astfel ca f (zx) dz = 


— u dosi ca \ o du să fie mai simplă decît | u ао. O alegere judicioasă a func- 


{Шог u si v se poate realiza în urma rezolvării unui număr mai mare de 
exerciții. 

2? Uneori, pentru a se ajunge la o integrală cunoscută, este necesar să 
se aplice de mai multe ori metoda de integrare prin părţi. 

Exemple : 


1, Să se calculeze \ xe*dx 





Se alege п = T, do = ехах; 


десі : du dz р = е 


Atunci : 





1 1 1 i 
م‎ e 1 م‎ | ы Ji : |! 
qeda = \ udv = up| — | vdu = xe - \ e*dx vex e | = (e—90) — (e — 1) = 1. 
1 | J o J (0 |0 
0 Ü ( ( 
Să observăm са dacă am alege 
u ех, dv = х dx, 
ат ауеа 
> x? 
du = edz, v — 
2 


şi deci: 


\ re* dz == \ pta dc 
4 A 
0 у 











и dv — e" das 


= ی 
= ے O‏ 
| 
18 . 
d b‏ 
ےی رن 
N |‏ 























Atunci : 


formula de integrare prin părți: 


J =Í 





r 
1 J 
— | u dv = uv —- | 
) 


п:= 2, 


2; р = 


== T sin T | -| si 
) 
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Am ajunge astfel la o integrală mai complicată. 

2) Să se calculeze integrala I = | a? sin x dz. 

Ü 
Se alege 
u = dv = sin v dz, 
decl : 
du = 22 dz, D = — COS T. 


T T 

o T pă 

= — cos | -| (— cos х) - 2x dz = 2 | 

|0 - " 

) 0 

7 zT 

م 2 

deoarece x? cos 2 = 0, Pentru calculul integralei J = 

10 


dv = cos x dx 


sin т; 











Rezultă : 


T T [ т т 
m sin — 0| + |lcos— —cos 0| = —- 
“у 9 бу ә 





0 
1. 








$ 5. METODE DE INTEGRARE 





adică : 


Com تا‎ | 





asin x dr =r 2. 


























0 
е 
3) Să se caleuleze | In z dz, 
1 
Sã punem 
п =a dv = dz, 
de unde: 
1 
du = — dz 0 == 2. 
S 
Avem : 
e e e e 
Dă 1 
Inzdz = \ u dv = uv | —\ vdu = 21 2 r— dr = 
J 1 x 
1 1 1 1 
e 
je ( ў e |? . А 3 
= zinr| — | dr = zinc x| —(elne—1n1)—(e—1) =е—е +1 = 1. 
1 1 l 
1 
1 
4) Să se calculeze | rte х dz, 
—i 
Să punem 
u = arctg =, dv = dz; 
de unde: 
1 
du = ——— dz, Da 
1 + ai? 
Avem: 
| 1 1 1 
م‎ 1 С 1 £ 
( arctg 2 dr = \ и ар = ир — | v du = х arctg x — | — di = 
- J —1 J -| Ji +r 
—i —1 —1 —l 
1 
; ; 1-6 
1-arctg 1 — (— 1) arctg (— 1) — — I dz = 
2 11 
—1 
1 
1 (( vy T) 
= arctg 1 arctg (— 1)- | — dz “| - 
2 1 z* 4 
1 d = 1 x |! 1 
— -\- — d(1 + 22) = — — ln (1 + q- = — (In 2 In 2) = 0. 
2J1-4 sx 2 2 


19—968 
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2. Schimkarea de variabilă (integrarea funcţiilor compuse) 


Metoda de integrare prin schimbarea de variabilă este dată de 
următoarea 

Teoremă. Dacă x (x) este o functie eu derivată continuă pe un inter- 
val [a, b; şi dacă /(!) este o funcție coutinuă pe intervalul eu extremităţile 


s (a) Și u (û), atunci 


/1 





Într-adevăr, dacă M (t) d: = F (t), atunci 


u(t) | «) b b 
\ (а= F(t)) =F (u (b))— Е (u (а)) = F (и (| = \аР (и (2)) = 
uta) | uta) | 1 a 
, » 
(r (u (2)) -w (x) dz = M (u (2)) - w (x) dz. 
J J 


Egalitatea din enunţul teoremei se numeşte formula schimbării de va- 
riabilà. Ea reduce calculul uneia din cele două integrale la calculul celeilalte. 
Deoarece du (x) = w (2) dz, formula aceasta se scrie sub forma: 


| 





q 
utb) | 
| 


Y (u (х)) du (т) = ( f (1) dt 


и(а) 








mai uscr de folosit în aplicaţii. 
Se observă că integrala din membrul drept se obţine din cea din membrul 
sting, fácind inlocuirile 


u(2):=t, du (x) = dt; 


limitele integralei din membrul drept, u (a) = t, si u (b) = #,, se obţin din 
egalitatea u (2) = 4, înlocuind pe z respectiv cu limitele a si b ale integralei 
, d 3 5 


din membrul sting. 


Exemple : 
1 
1) Să se calculeze \ (52 4- 4)?! dz. 
г 


) 








$ 5. METODE DE INTEGRARE 








Se face înlocuirea (schimbarea de variabilă) : 
5z + 4 = 


Prin diferenţiere se obţine 


1 
5 dz = dl, dz = —dt. 


о 


Pentru x = 0 avem t = 5-0 + 4 = 4; pentru z = 1, avem (— 5.1 +4 = 9. Aşadar : 





1 9 9 9 
Lord 10 1 e? pt 
(5х 43 az = i9 dt = RI dt = 3 == (932 — 432), 
\ Jap 5 5 32 160 г 
0 4 4 4 


2) Să se calculeze 








Să punem: 


qom y 31, de unde dz = Y3ar. 


з y 3 Ten А 1 
Pentru x = LZ avem —— = ү3/, deci = = 
3 
Ге Ye [5 
x | 6 6 A 3 | 2 
Pentru z = — avem — = | 34, deci t = —- 
2 2 2 


Așadar : 








v3 v? 
( 1 : . Ks. LA T т т 
= — d! = arcsin t | = arcsin — arcsin .— = — —— = 
1—# | 2 2 4 6 12 
| l 
1 9 


3) Să se calculeze V *—— dz. 


Vx 
Vx 


—t — de 





* 
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Sá punem : 


E 1 
Va = u, deci х = и, de unde dz = 2udu. 


Pentru z = 1, u = [1 = 1; 
Pentru z = 4, u = |4 — 2. 


Avem deci: 











4 2 2 3 
Vx е“ 
e ах = \ — 2u du = 2 \ e” du = 2e" | = 2 (e? — €). 
Ух и 
1 i 1 
2 
М 1 
4) Să se calculeze integrala : dr, 
Ја? + 4 
0 
Sã punem т = 2y, de unde dz = 2 dy. 
Pentru х = 0 avem 0 = 2y, deci y = 0. 
Pentru х= 2 avem 2 = 2y, deci y = 1. 


Avem deci: 

















2 I 1 
ах 1 1 
ا‎ —— 2dy = | —_ 2 dy = 
ma J4y +A JA + 1) 
0 0 0 
1 Li 
1 1 1 1 
= \- dy = dy = — arctgy| = 
J 2( + а) 2 pik 2 
0 0 8 
1 T 
= — (arctg 1 — arctg 0) = —.— = — • 
2 2 8 
лд 
5) Să se calculeze | sin x cos х dz. 
0 
Să punem sin 2 = z, de unde cos x dx = dz, 
Pentru z = 0 avem sin 0 — z, deci z — 0 
Pentru z = A avem sin — = 2, deci z = 1 > 
2 2 
x {! 
2 1 ; 
ч z? 1 
Avem : ( sin x cos tdr = ( züzza—| = =. 
2 2 
0 0 0 
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; d 9 








$6. APLICATII ALE INTEGRALEI LA GEOMETRIE $I FIZICĂ 


1. Aria suprafeţelor plane 


Fie f o funcţie continuă și pozitivă pe un intervel [a, b]. Graficul sáu 


este situat deasupra axei Oz (fig. 155). 


b 
Integrala V (z) dz reprezintá aria suprafeţei al BA, mărginită de axa Oz, 


curba y = f (2) (graficul funcţiei f) si dreptele z = a, z = b. 





Într-adevăr, să impártim intervalul [a, b] în n intervale parţiale egale, 
prin punctele de diviziune: d= Xy, Z4, Lo «s Ti» Ti зе) Хв = b şi să 
alegem іп fiecare interval partial [fi 2] un punct Ёё Produsul 


f (£j) (t; — Zi.) reprezintă aria dreptunghiului cu baza pe intervalul [z; 4, 2;] 


i 1 


şi înălţimea f(£;), iar suma integralá 
n 


$,— SE) (ш—) 


reprezintá aria poligonului hașurat în figura 155 format cu cele n dreptun- 
ghiuri. Acest poligon dileră de suprafața abBA cu atit mai puţin, cu cit 
numărul n al dreptunghiurilor este mai mare (si cu cit suprafata fiecárui 
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dreptunghi este mai mică). Este, deci, natural să luăm ca arie a suprafeţei 


ab BA un număr S, de саге $, să difere cu atit mai puțin cu cit n este mai mare, 


E Acest număr este lim $, = f (z) da. 


| n--oo 

| a 

| De aceea, prin definiţie, aria 8 a 
| suprafeței abBA este egală cu inte- 
| 


b 
grala M) dz 


а 


{ | 
م > 


24 i» == V (x) da. 








Observatie. 


Dacă funcția f este 
negativă, f (x) 





< 0, atunci graficul sáu 
este situat sub axa Oz (fig. 156). 
Gralicul funcţiei opuse, — f, este situat 
deasupra axei Oz, deoarece — f (x) 


== | f (x)| > 0. Graficele celor 





două 
LACE funcții sint simetrice față de аха Oz, 
deci ariile suprafeţelor а5 ВА si ab D'A' sint egale. Dar aria 5 а suprafetei 
ab B'A’, determinată de funcţia pozitivă —f = |f|, este egală cu integrala 
acestel functii : 


a (~f (2)) dz = (1 f (2) | dz. 


а 


Rezultă cá aria 5 a suprafeţei dû ВА, determinată de funcţia negativă f, 
este egală cu integrala modulului acestei funcţii: 











Această egalitate este adevărată si in cazul unei funcţii pozitive, f (2) > 0, 
deoarece, în acest caz, | f (2) | = f (a). 

Egalitatea rămîne adevărată si în cazul unei funcţii al cărei grafic tra- 
versează axa Oz. Sá verificám această afirmaţie pe cazul prezentat în fig. 157. 





с а b d 
S es S ( If(z) | dz + | If (x) | dz + \ IF (z)| dz = V f (2) | dz. 


"n 








Exemple: 


1) Aria triunghiului mărginit de axa Oz, dreapta | 


a 
| 
0 


este S = \ 2x ах = zq? 








Am regăsit rezultatul obținut in $1, nr. 1. 


2) Aria suprafeței mărginite de dreptele: y = 


{ 159) este: 


(fig. 


$ 6. APLICAŢII ALE INTEGRALEI LA GEOMETRIE ŞI FIZICĂ 


] 


0 (аха Ох), y = 3x 


= 2x şi dreapta x = a (fig. 158 








Se poate verifica acest re- 
zultat, folosind forraula ariei unui 
trapez. 

3) Aria suprafeței mărginite 
de axa Oz, 
dreapta x = a (fig. 160) este 


parabola y = x? si 


Am regăsit 
nut in $1, nr. 2. 


rezultatul obti- 





Й 





Fig. 160 
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4) Ecuatia cercului cu centrui in origine si raza R 
este 2° + y? = Д. Semicereul Superior are ecuaţia 
у= 1—22 (fig. 161). 
Aria semicercului este : 
R 
S = Vae — z’ dz. 
"R 
Pentru calculul acestei integrale se face schimbarea de 
variabilă : 
х = Rsinţ, 
Fig. 161 deci 
dz = R cos tdt. 
1 * . 1 T 
Pentru z = — R avem — R = R sin 1, deci sin £= —1 şi ( = — ә 
. * H : T 
Pentru z = R avem R = Rsint, deci sint = 1 şi t= za 
m a 
KR 2 2 
fna 3 E EEE RET СЙ! Pa ч ә 
| R? = dz = | | R? — Д? sin? t R cos {dl = Y1 — sinë: R? cost dt = 
—R л х 
m E Y 
2; ы л 
2 2 2 
2 ^ „ОГА 1 - tet 1 
= R?\ cos? tdi = R? Ls + — cos 21| at m? | — t+ sin 2: = 
2 2 2 4 ) 
д л 
879 EXT 
1 КЕ: + To 1 л in ( | 
= П? -. sin — — sin (— л) ] = ү 
Б ЮЛ? 2 2 4 | | 
Aria cercuui este deci zR?, Am verificat pe această 














cale un rezultat cunoscut din gev 


integrala | 
J 
} 


5) Să se calculeze aria suprafetei mărginite de parabola 


22 dz, iar aria suprafeței mărginite де аха Oz, para- 


me!rie, 


y = 2? şi dreapta у = 2x ,fig. 162). 
Aflăm mai intii punctele de intersecţie ale celor două 
curbe, rezolvind sistemul : 1 
L| 
Ј 0 = 2° 
{ у= 22 : 
1 
Se obțin punctele (0,0) si (2,4). Aria suprafeței mărginite C 
de аха Oz, dreapta y = 2x si dreapta z = 2 este dată de x 
= ج‎ 
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bola y 


celor două arii: 


2x dz- 


t^ 
ہے‎ t9 
o دا یں‎ 

to 

£ 

R 

8 





2. Volumul corpurilor de rotaţie 


x? şi dreapta т = 2, este dată de integrala 


2 
( x2 dz. Aria căutată este dată de diferenţa 
т 


f» 
| 
| 
— 
|| 





Volumele unor corpuri simple, cum sint prisma sau piramida, se cunosc 


din geometrie. 


Volumul unui poliedru se poate afla descompunind poliedrul în piramide 


şi insumind volumele acestora. 


În geometrie s-a calculat de asemenea volumul cilindrului, ca limită a 
şirului volumelor unor prisme care au ca baze poligoane regulate înscrise 
în cercul de bază al cilindrului. Dacă R şi / sint respectiv raza şi înălţimea 


cilindrului, volumul său este 
Е = TR}. 


Urmind un procedeu analog, de 
aproximare cu poliedre sau cilindri, se 
poate defini volumul gi pentru alte 
corpuri, 

În acest număr va fi definit volu- 
mul unui corp de rotaţie obţinut prin 
rotirea unei suprafete plane in jurul 
unei axe din plannl sáu. 

Fie y — f(x) ecuatia unei curbe 
plane, f (2) fiind o funcţie continuă si 
pozitivă ре un interval [a,b] (fig. 163). 
Prin rotirea trapezului curbiliniu ab BA 
în jurul axei Oz ia naștere un corp 
de rotaţie. 

Să impártim intervalul [a, b] in n 
intervale parţiale egale, prin punctele 
de diviziune 


а= XQ € Pay 59, Ti 


În fiecare interval partial [z;.,, 2;] 


y 





1° 


să alegem un punct č; si să consi- 


derăm dreptunghiul cu baza pe intervalul [x;4, i] şi cu ináltimea f (£;). 
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Prin rotirea acestui dreptunghi în jurul axei Oz ia naștere un cilindru 
cu raza f(£;) şi înălțimea 2; — z; Volumul său este 
т? (£;) (2; E DI 1). 


Volumul V, al corpului format din cei n cilindri este egal cu suma volu- 
melor acestora : 


n 
NM CN TW. / 
| n x В rf *( Si) (2; Xi 1). 


Corpul format din cei n cilindri diferă de corpul de rotaţie generat de 
suprafaţa abBA cu atit mai puţin, cu cît numărul n al cilindrilor este mai 
mare (si cu cît volumul fiecăruia este mai mic). Este deci natural să luăm 
drept volum al corpului de rotaţie considerat un număr V, de care V; să 
difere cu atit mai puţin cu cit i este mai mare. 

Să observăm cá, notind A(x) = zf? (х), V, se scrie astfel 


Vn == 2 h(2;) (2; =; nn 


іч | 


deci V, este о sumă integrală a funcţiei Л, iar limita șirului (V,) al sumelor 
integrale este egală cu integrala funcţiei Л: 


F k b 
lim V, = \л(х) dz = \л/%(х) da = т | f2(2) dz. 


Prin definitie, se іа V = lim V,, adică: 


71-9 < 


ni 


Exemple : 
1) Sá considerám un con circular drept de razá R 
si înălțime h. Conul se obține prin rotirea unei genera 


toare OA în jurul axei Ox a conului (fig. 164). Dacă 














notăm cu « unghiul format de generatoare cu inàálli 
: R : i 2 
mea, obținem Lg « = » deci ecuația dreptei OA este 
h 
Fig. 104 IU 
у = — x. 





Volumul conului este deci 
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2) O sferă de rază R se obţine prin rotirea unui semicerc în jurul diametrului său. Dacă 


alegem originea în centrul semicercului şi axa Ox de-a lungul diametrului (fig. 165), ecuaţia 


semicercului este : 





Volumul sferei este deci; 


hy 








Fig. 165 


3. Centrul de greutate al suprafețelor plane 


După cum se stie din fizică, pentru unele suprafețe simple centrul de 


greutate poate fi determinat usor. 

Dacă o suprafaţă are o axă de simetrie, centrul de greutate se află pe 
această axă. Dreptunghiurile si romburile au două axe de simetrie, deci 
centrul de greutate se află la intersecţia acestor axe. 

Centrul de greutate al triunghiurilor se află la intersecția medianelor. 

Fie acum un sistem de n suprafeţe cărora le cunoaştem coordonatele cen- 
trelor de greutate (£1, y), (Za 25), «<, (Zn, Yn) in raport cu un sistem de axe 
de coordonate. Dacă suprafeţele au respectiv ariile Si, $5, ..., Sn, atunci coor- 
donatele (zg, yc) aie centrului de greutate al sistemului sint date de ega- 


litátile : 








" 
6 а 
5 Siti 5 Siy 
2 PAS Иш. 
811; + $54 iu d 519 Soll Sn U iml 
£g = — c ي ڪڪ‎ cp ي‎ : = : 
5, 4 Sat... + Sn n 84 + $5 + «T Sa n 
1 2 n 51 Qc +, T Sa 
2 A 2 A 
> ^з; S^ sg 
imi і | 


Să considerăm о funcţie pozitivă şi continuă f delinitá pe un interval 
închis [a, b] şi să considerăm suprafaţa plană ab ВА mărginită de axa Oz, 
graficul funcţiei f (curba y = f (x)) şi dreptele z = a, x = b (fig. 106). Ne 
propunem să definim centrul de greutate al acestei suprafete. Pentru aceasta, 
să impártim intervalul [a, b] în п intervale parţiale egale, prin punctele dé 
diviziune : 

qu 
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În fiecare interval partial [z; ү, z;] să alegem punctul £; la mijlocul 
acestui interval şi să considerăm dreptunghiul cu baza pe intervalul [z; ү, 2;] 


şi înălțimea f(£;). Aria sa este 


; 
| 


Observăm cá la numitor se află suma integrală a funcţiei f (x), iar la 


iar coordonatele centrului său de 
А p £ шүр 

greutate sint | &;, — f(&)) . Pen- 

tru sistemul celor n dreptunghiuri, 


coordonatele centrului de greu- 
tate sînt deci: 




















n 
Y Ef (ED (xi — zi) 
Pus = 1 . 
: n 
pe f(&) (т; — T; 3) 
im | 
n 1 
2 a ә f> (Ei) (xi —2i-1) 
UP = — е 
п 
US 
2j f (Ei) (x; — i-a) 
i= | 


mes 6 E = ЧА 
numărător se află respectiv sumele integrale ale funcţiilor zf (x) şi — f? (2). 
4 2 
b ; 


Sumele integrale tind respectiv către integralele | f (2) dz, V zf (x) dz, 


Rte, 





b a 
RE : : ; : AS 2 
- M) dz şi deci rapoartele de mai sus tind respectiv către rapoartele integra- 
2 
a b 1 h 
lelor corespunzătoare : \ af (e) dr — —|f*(z) az 
a i 8 
— $l- -+ 
b z b 
\ f(x) dx ( f(x) dx 
a a 


Prin definiţie, aceste rapoarte sint coordonatele z şi 7 ale centrului de 


greutate al figurii abBA : 





b b 
1 ^ 
( xf (x) dx = \ f? (ж) ат 


b 
( f(x) dx | f(x) dz 
| \ 


а 
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Exemple : 


1) Să se afle centrul de greutate al figurii mărginite de parabola y? = x si dreapta = = 1 
centrul de greutate se află pe această 


ede figura are axa Ox ca axă de simelrie, 
de calculat xg. Din motive de simetrie, al 
ntrului de greutate al părţii de sub axa 


(fig. 167). Deoar 

axă, deci yg = 0. Rămine jscisa х; a centrului de 
greutate al părții de deasupra axe 
asemenea ariile s, şi Sa ale celor două 


i Ox si abscisa х,а се 


Ox sint egale; de 
părţi sint egale, deci : 























215; + ToS 24,84. + 215 
тє = 151 а СЧ 11 д1. 
Sı t Sa 51 + Sa 
Aşadar : 
1 
EIE 
0 
tge = t= z 
G 1 | 
( Va dz 
0 
Dar 
1 E 
i 3 ә 
r— С 3 х“ 1 2 
| 2Vzaz = ja? az == == 
J 5 5 5 
9 0 | — 
2 Р "Н du] 
2 2 Fig. 167 
gi: 
31 
1 1 3| 
= т х? 1 2 
{ \хат=\х?айхт=——| = = = =, 
3 3 3 
0 0 — | e 
2 0 2 
astfel incit 
2 
9 3 
IG = —— шет 
2 5 
3 





figurii mărginite de parabolele y = şi 





y? = {x (fig. 168. 
Punctele de intersecție ale celor două 


curbe sint soluțiile sistemului 


у= 1? 
= 2. Fig. 168 
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Ele sint (0,0) și (1,1). Cele două curbe sint respectiv graficele funcțiilor fi(x) = z? şi 


fix) = Jz. Atunci: 


у 
Co س‎ 


(0) — [ү(х)] dz 


1 
xfa(x) ат — f zf,í(r)dz 


|S‏ سی 








Te = == 


! 


[fa(x) — f,(2)] dx 


ct c 


1 
f(a) dz — f fix) dz 
0 


Datorită faptului că prima bisectoare este axă de simetrie a figurii, centrul de greutate 


se află pe această axă, deci ус = £G. 





سا — 


1 
аа) — f,(2)] dz = | a] 2 — 22] dz = 
J 


CU i 











5 
> 
2 





ما — 


Mea 
[f(x) — f(D] dz = ( (x — x?) dr = \ l 2 а) dz = 
v 


о 





$ 
r? z 1 2 1 1 
ЕЭО E De 
2 
Deci : 

3 

20 9 
ЈС = = жс ; 
: S 1 20 

3 


4. Luerul meeanie 


Dacă un corp se deplasează pe o dreaptă, cu distanţa d, sub acţiunea 
unei forte constante F, dirijate de-a lungul dreptei, atunci produsul Fd 
dintre lorţă şi deplasare se numeşte lucru mecanic efectuat de forța F pe 
distanta d. 

Să presupunem acum că mobilul se deplasează pe axa Oz, de la a la b 
sub acţiunea unei forte F (2), care este o functie continuă de z. Să definim 
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si în acest caz ce se înţelege prin lucru mecanic efectuat de forța F (2) de la 
a la b. Pentru aceasta, să impártim intervalul [a, b] in n părţi egale (fig. 169), 


prin punctele de diviziune 








ga Жу Pay aa Чч) Day zace d. SD 
——— + 1 — 
Ü 2 Жу у È b 


Fig. 169 


În fiecare interval partial [z; ,, z;] să alegem un punct č; $1 să con- 
siderám produsul 


Acest număr este egal cu lucrul mecanic efectuat pe intervalul [z;.,, 2] 


de o forță constantă, egală cu F(£;). Suma 
5 7 5 1 


d F(E;) (2; pL 2:1) 


{зз | 


reprezintă lucrul mecanic total efectuat de diferitele forte constante F(£;) 
pe intervalele corespunzătoare (£i ху). Observăm că suma aceasta este 
suma integrală a funcţiei F(z). Sumele integrale tind către integrala 
b 

\ F (x) dz care este, prin definiţie, lucrul mecanic L efectuat de forţa F(z) 


de la ala 6: 








Exemple : 


1) Un corp este atras de un resort, fixat cu un capăt într-un punct О, cu o forță propor- 
tionalá cu distanţa de la poziţia corpului la punctul О. Să se afle lucrul mecanic efectuat cind 


corpul se depiasează sub acţiunea 


۶ 
forţei de la b la a (fig. 170). — 
Avem F(x) = kr unde k > 0 f 

n A A 7 V X TEES 
este un coeficient de proportionali- 2 ы Á 
4 t 2 0 
tate. Am luat forta cu semnul —, 
deoarece ea esle dirijată în sensul Fig. 170 


negaliv al axei Oz. Lucrul mecanic este: 


4 
Ё xt Ж : 
Е = \ Е(х) 42 = — \ kr ат = —k—| == (0 — o. 
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aflá un gaz sub presiune 
efectuat de 


2) Sá considerám un vas cilindric inchis la un capát si in care se 
(119. 171). La celălalt capăt al cilindrului se afiá un piston. Să se alle lucrul mecanic 
forța de presiune a gazului prin deplasarea pistonului, ştiind că volumul gazului creşte de la 
Vg la Уу, temperatura răminind constantă. 

Pentru aceasta, să nolăm cu S aria 
bazei cilindrulu. Conform legii Boyle-Ma- 
riotte, între presiunea p şi volumul V există 
relația 


pV = = const, 


: k : 
deci p — . Forţa F de apăsare a gazului 
v 
este egală cu produsul pS dintre presiune 
și suprafaţă 
kS 


F=pS =- " 
V 








171 Dacă alegem un sistem de axe orto- 
gonale, ca în figura 171, şi dacă notăm 


on si celălalt capăt al cilindrului, atunci volumul V este funcţie de х: 


cu x distanţa dintre pist 





V(x) = Sz 
şi, deci, şi forța F este funcţie de x: 
ES KS 
F(x) = 
v(x) 


Să notăm cu xz, si z poziţiile pistonului înainte şi după deplasare : 


Уу = 550, Vi = $m. 


0 1 


Atunci, lucrul mecanic efectuat este: 








х1 х1 
[ kS 
L = | F(x) dx = dr. 
V(x) 
£3 xo 
Sá facem inlocuirea V V(x) = Sx, deci dV = Sdz. 
Pentru x r, avem Vo Sr, $1 pentru х = т, avem Уу == 51, 
deci : 
x1 Va 
( К ( k ; , 7 f V 
L = \ —- dz = \ dV = К У = (Va — 100) = km 
V(x) RV. Vo Vu 
*0 Vo 


EXERCIŢII 


Urmind procedeul expus in $ 1, să se caleuleze ariile suprafetelor deli- 


mitate după cum urmează : 
1. Graficul functiei f(z) = 22 — x, аха Ох, dreptele z = 1, z= 2. 
2. Graficul funcţiei f (x) = 23, axa Oz, dreapta = = 2. 


=. 
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Aplicind direct definiția integralei de la § 2, să se demonstreze egalitátile : 


b 
8. (c dz = C (b — а) (а < b, C număr real oarecare). 
a 
e 
1 2 2 
4. \ zdz=0. b. \ 2% dz = 0). 6. (sin @4@== 0, 
Si S$ я 
2 і 
> А 
7. | соз z di = | cos z dz (a număr real oarecare). 
J J 
0 


—4 


Aplicind formula Leibniz-Newton, sá se calculeze urmátoarele integrale : 








1 4 —-1 

8. | (32? + 22) da. 9, b z dz. 19. je dz. 
à 1 Nt ә 
E ۷2 
4 1 т 
ESE 2 la s РЕ: ХЭ 

п. ( az da 12. < 18. | =; 

x B 0 


Să se verifice prin derivare următoarele egalităţi (funcţiile respective 


se consideră definite pe un interval): 





9 х-+ 1 ч „ С 201 — 22) 1-- х — х2 ; 
14. xe dz = =—— + С. 15. | — dz = EG: 
J (xz + 3) z+3 101—2 4 r?) 1—z4- а 





Să se calculeze următoarele integrale nedefinite (funcţiiie respective ве 


consideră definite pe un interval): 








18. \ (813 — 22 + 3) dz. 19. | (225 — 324 + 322 + z — 4)dz. 
20. \ (= کے‎ y 5) dz. 21. | prr dz 

23 x? J x? 
22. | (Yz + 1)dz. 23, \ («Га — 22 + 3)dz. 


20—968 
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58. | că da. 59, \ est da. 
30. | ze¬! dz. jl. ( a% dz. 
60 | t da 61 | a** dz 


62. ( (z + 1) att? dz. 


Să во determine, prin condiția indicată, primitiva F a fiecăreia dintre 


următoarele funcții f (f definită pe un interval). 


3. f(z) = a — 528 + x 41; FU) =2. 


Гу \ IX А 
66. f(z) = ——,; ЕО) = т 
X 
Să se calculeze următoarele integrale : 
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Să se calculeze următoarele integrale : 














5 x 
79. \ | 32 — 4 | dz. 80. | [sin z | dz. 
KE я < 
2 Te 
: t 1« 
81. | f(z) dz, unde f(x) — ] 4 Реа 
i | 2: pentru 0 <<: 
—2 qt pentru —2« z«1 
82. ro dz, unde f(z) = + 
-3 pentru а 9 
3 т 4 
1 dio 
= ——, pentru —e << —1 
13 2r 
2 
83. | f(z) dx, unde 2-06, pentru — 1<2<0 
ЕА 14 22 
Va 
——— pentru 0x rx —. 
ns р m US 
Sá se calculeze prin părţi următoarele integrale : 
84. | = a dz. 85. | arcsin 2z dx. 
x? + 1) 
—1 0 


х cos z dz. 87. | (t — 3) In t dt. 


tu v 


86. 


ot sx 


0 1 
88. \ х arctg x dz. 89. \ In (1 + 2?) dz. 
i 0 
=i л 
90. | 22е da. 91. { e2* cos 3x da. 
i ò 


2 
92] | £ (In 1) 
1 


Să se calculeze prin substituție următoarele integrale : 


1 
dz. 94. \ sin (a*) a* dz. 


0 


93. 


Po] 
> 
“ 





EXERCIŢII 





95. | esir х cos тат. 


I 


aut Va uu‏ سی ن 


5.2 
= sin? x 
97. ——— 


cos* x 


99. | z l/1 + 2? dz. 


T —— d 
1 — Ух +1 








c 
P 


> + 


mm‏ س 





x 
3 
sin? q 1 
а UL 
J 1 + соѕ 2 
0 
1 


sin?z—4sinzcosz--5cos?z 





- dz. 


х 





(3z— 1) | 32 — 1 


În exerciţiile următoare să se calculeze ariile suprafeţelor delimitate de 


curbele specificate în fiecare caz în parte: 








103. y2 = 22, 2 = 2. 
105. у = 2, y = 2. 
107. 2316-1-06 

аё b 
109. y = е, у = 0, 2 = 0, = 1. 
110. у = ln 2, y = 0, х= а, з= 6 (1 
111. y = 2]1— 2, у = 0, 2 = 1. 


101. y* — m, y= 23. 

106. zy —4, у= 0, 2=2, z—4. 
108. 22 + y? = 16, y? = бх. 

« a « D). 


in exerciţiile următoare să se calculeze volumele corpurilor formate 


prin rotația în jurul 
în fiecare caz în parte: 











112. y = 392%, y = 21. 113. y 

114. y — sin z, y — 0, т=0, t= e 

115. y = tg x, y = 0, 2 = 0, х v 

116. у= RI asas C IP cn 
1— 2 2 


axei Ох a suprafețelor delimitate de curbele specificate 


2 


¥". 


1, 


y 


хе у= 05 2 = 1. 


Să se determine centrul de greutate al fiecăreia dintre suprafeţele ur- 


mătoare : 
118. Suprafaţa delimitată 
care corespunde la 0 < z < m. 


de y = 0 şi de bucla sinusoidei y = sin £ 































{Л A 
т? 
{ 
{ LE pe 
" 
а 
п? 
S] d 











+ l'orta Р cu e: 0 а е, atrage sarcina electrică е, 
de semn contrar lui e, si situată la distanţa r de €,, este dată de relat 








pentru a scurta anfa dintre e, si e, de la r' lar”. 


122. Forţa necesară comprimării unui resort metalic este proportion: 


cu ,turtirea* r 





ului în raport cu poziţia iniţială. Stiind că la fiecare 


comprimare forța crește cu 5 





р 


pentru a comprima resortul cu 30 cm. 


123. Un gaz este închis într-un cilindru cu piston mobil. Admitind с: 


gazul se supune legi г 






efectuat de gaz ре 
inițial pistonul se 


} 


final la distanța 5. bazei cilindrului este §. 


124. Un corp se mișcă rectiliniu conform legii 





tenta mediului este proporțională cu pătratul vitezei, să se calculeze 


1 


mecanic efectuat. de rezistenţă cînd corpul se deplasează de la s 0 las 


125. Adincimea unui put de mină este de 400 m. Să se calculeze 


mecanic efectuat pentru ridicarea ascensorului, știind că greutatea acestui: 


este de 2 000 kg, iar greutatea metrului de cablu de 2 kg. 


EXERCITH SUPLIMENTARE 


l. Sá se cerceteze, discutind in raport cu numerele reale « si 8. (8 
VU 755 n а" —1 EM 1 Р 
dacă șirul a, = a" B + —— (« 4-1) are limită. 
a — 1 


2. Pentru fiecare număr real x să notăm cu [2 





intreg mai mic sau egal cu z. ([z]- 2 < [x] 41 


puncte eraficele următoarelor funcţii : 






a) f(z) = 


- () 


A 
M 
ID 


să se calculeze lucrul mecanic efectuat 


să se calculeze lucrul mecanic 
nului, admitind cá la momentul 


fundul cilindrului, iar la momentul 





lucrul 


) 























EXERCIŢII SUPLIMENTARE 











8. Să se cerceteze, discutind în raport cu питат uünctia 
1 
х sin 
f(z) = — 
ri . 
are limite laterale în punctul x = 0. 
4. Considerind rădăcinile ecuaţiei az? — 6z — 3 = 0 са ипо de g, 
să se stabilească dacă aceste rădăcini au limită in a = 0). 
5. Se dau funcţiile: 
/ T^ 2a а \ ‹ т, \ 
f(x) si g(x) = 2arctg — (а 5 0). 
چ‎ ах а z an 
{° Să se demonstreze direct, fără a utiliza der Je dous functi 
oa se demonstreze direct, lara a uiuiza Uc! a 1 сее ‹ iunctu 


diferă printr-o constantă. 


se determine respectiva constantă. 





3° Să se verifice rezultatul prin derivare. 


6. Să se arate că funcţiile următoare verifică respectivele 


numere reale oarecare). 





numere reale oarecare), 
1° Să se arate că există două puncte ale graficului funcției în care tan- 

genta este paralelă cu axa Oz şi că produsul absciselor acestor două puncte 

b I y I 

esto — 1. 


3° Să se construiască graficul funcţiei astfel determinate. 


X se determine a si b astfel încît f (1) = 2 şi f' (2) = 0. 





pe axa parabolei si de в: 
parabolei la baza segmentului). 


9. Se grupează 60 elemente galvanice, fiecare cu forta electromotoare e, 





Or: cile R 





stenta exterioară I, în modul utr 


еги, fiecare de cite n 


rezistenţa interioară r şi ге 
elemente legate in serie formind o baterie și apoi m Ба! 
şi m astlel încit 


elemente, legate în paralel. Cum trebuie alese numerele n 
cele 60 


intensitatea / a curentului furnizat de bateria unică ci m pusă 


1° r | ohm, R = 135 ohmi; 2 r — 1, 


elemente să fie maximă? Aplicaţie: 
r= I R = 2.9. 
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10. Dintr-o localitate A, situată lingă o cale ferată, se dirijează un tran- 
sport de mărfuri spre o localitate B, situată la 9 km de calea ferată. Dis- 
tanta de la A la proiecția lui B pe calea ferată fiind de 30 km, iar costul 
transportului unei tone de marfá pe distanța de 1 km fiind a pentru calea 
ferată si B pentru transportul cu autocamionul, (« < B), să se determine 
punctul în care trebuie racordată cu calea ferată o şosea care începe din B 
astfel incit transportul mărfurilor să fie cit mai economic. 

H 

11. Curba de maonetizare a fierului este dată de formula B = еа + bH 
unde H este intensitatea cimpului magnetic (măsurată in oerstezi), B inducția 
magnetică (măsurată în gaussi), a și b numere reale strict pozitive. Pentru 


Е x SUNT NEN B 
ce valori ale lui H permeabilitatea magnetică u (H) = — are valoare extremá ? 
г Н 


19. Dintre conurile drepte înscrise într-o sferă de rază dată, R, să se 
determine: 1? cel de arie laterală maximă; 2? cel de volum maxim. 






— 13. Se dă funcţia. f(z) = ———— (a, b, c, d numere reale). 
х°-+ 2 


4° Să se determine a, b, c, d astfel incit funcţia să aibă pentru 2 = — 1 
un maxim egal cu 2, iar pentru z = 1 un minim egal cu 4. 
2? Sá se construiascá graficul functiei astfel determinate. 





14. Sá se construiască graficele următoarelor funcţii : 
х?—8 
а) f(z) =e*™ ; b) f(z) = In (1 + sin 2). 
15. Aplicind direct definiţia integralei, să se calculeze integrala funcţiei 
f(z) = e™ între limitele a şi b (r, a, b numere reale; a < b). 
16. Să se demonstreze că: 


а) dacă f (x) = Ах + B atunci : 





^ 


(re) дз = 6 —2£(2; 


b) dacă f(z) = Az? + Bz + C, atunci: 





f (ж) dz = "fen + f(b) + 4r) 


6 


& tH 


(formula celor trei nivele). 
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rem 32 = ах +b 
17. Se dă funcţia f(x) = ? (a, b, с, d numere reale). 
ct + 
4° Să se determine a, b, c, d, astfel incit : f(0—0) = — со; dreapta 
y = 2 să fie asimptotă a graficului ; în punctul de abscisá 2 = — 1 tangenta 


la gralic să fie paralelă cu bisectoarea a doua. 
9° Considerind suprafața delimitată de graficul functiei astfel determi- 
nate, de axa Ox si de dreptele z — 1, z= 3, să se calculeze aria acestei su- 


prafete și volumul corpului format, rotind suprafaţa în jurul axei Ох. 


18. Se consideră un curent alternativ a cărui intensitate este I (t) = 
o x : 1 ^ 
91: — р număr raţional). Notind 


05 


cu T perioada acestui curent, să se calculeze intensitatea eficace : 


= a sin wt + cos oz (a >0, b > 0, iar 


T 


e [2 (ro du] 


0 


| 


19. Un curent alternativ de intensitate 7 (0) = a sin ot trece printr-o 
rezistenţă constantă A. Să se calculeze consumul mediu de energie într-o 
secundă (adică puterea curentului), ştiind că într-o perioadă consumul de 
energie E este dat de integrala : 


20. Să se calculeze lucrul mecanic care trebuie efectuat pentru a ridica 
un corp de masă m la înălțimea A deasupra pămîntului, considerind cá raza 
pămintului este R. Care este valoarea acestui lucru mecanic atunci cînd 


corpul se depărtează spre infinit ? 

















































Marea relațiilor sociale 





Apariția calculului di 
omenești în cursul 





şi economice determinate de | 
ui al XVII-lea. Viaţa punea mereu noi probleme, in geometrie, în mecanică, în astronomie, 


imediat atenţia celor mai mari învăţaţi ai epocii, 





de un lip nou, care au 





sură ce studiul 








Metodele pentru rezolvarea acestor noi probleme se conturau treptat, pe mz 
acestora se Trăsălurile fundamentale ale acestor mi tode care constitu in fapt, baza 





teoretică a ştiinţei noi care lua nascere in acest mod n-au putut fi, totuşi, recunoscute și inte- 





de probleme noi rezolvate. 





lese decit după un număr та 


me s-au găsi 





pate în jurul a două mari probleme, pe care 





го! 





roblema derivării funcțiilor şi problema integră funcţiilor. La baza ambelor 





i notiunea de funcţie, adică de mărime a cărei variaţie este determinată de variaţia 


altei mărimi. La început, cel puţin la Newton, această ultimă mărime era timpul. Astfel, 





ea perfect schemei dialectice a 


din punct de vedere filozofic, anahza matematică ráspun 


rii nalurii: studiul mărimilor în procesul variaţiei lor şi nu izolate, ci în strinsă inter- 





demonstraţie 





a unui secol întreg, incepind cu Galileo Gali 
> logaritmil, 





legea mişcării rectilinii uniform variate, continuind cu Neper, cz 


la 





in jurul anului 1630 rezolvă probleme de maxim şi determină tangent 





cu Fermai, 
ză pentru calcuiul ariilor 





clase nui de curbe, cu Cavalieri, care cam la aceez epocă u 





melode care revin, in limbajul actual, la calculul unei integrale, pornind de la însăşi definiția 
; 1 5 sF ў 


in 1667 caiculează aria unui segment hiperbo 


sal, cu 1. Gregory, 








sorul lui Isaac Newton, care ar [i putut li fondatorul noii di 








exciusiv de aspectul geometric al problemelor tratate, aceas 





Newton şi Leibniz, o formă nouă, care permi 





lucrările 





'enlial şi integral 





ciplină matematică a luat fiinţă : Calculul dift 





Acesta este molivul pentru care noi, astăzi, considerăm pe Newton si pe Leibniz ca fon- 
datorii analizei matematice. Dar opera lor n-a constituit, după cum vedem, un fenomen neaş- 
запа si usuratà de munca unui secol întreg, de eforluri ale celor mai 


leplal. Ka a lost prt 





luminate minti, ea a constituit un corolar natural al dezvoltării societăţii in epoca respectivă. 
i stie că notația dz pentru diferenţială şi semnul | au fost intro- 





torul s: 


duse de Leibniz. Newton, la rindul său, preocupa! de problemele de astronomie și de cinematicá 





ză pentru derivata funcției f notația f (astăzi această notație е 


i гезип! 7 
inlrebuinleaza 


exclusiv in mecanicà, pentru functiile de limp). 





1 [n antichitate, Arhimede făcuse acelasi incru pe ntru calculul ariei unui segment parabolic 
(a 8 ea p. 234 din ct nanual), Cazul său a fost izolat în vremea sa. Însă marii mate- 
ticieni а! secolului al X VIl-lea ii cunoşteau bine opera şi au fost, cu s ranta, influenţaţi de 





















Iacob si Johann Bernoulli — au contribuit mult 





Doi ele lui Leibniz - 


si adoptarea noii discipline 





datoreazà scrierea, in 





Lui Johann Bernoulli i se 


primului tratat d: integral (publicat, in parte, sub numele 





ul diferențial şi 





ai tirziu). 





есі de ani 


un elev al lui Bernoulli — cinc 





leul cunoaşte o înflorire si o dezvoltare 





Cu sec noul ca 


nitole în matemati )e de rte, pătrui 





а, аг] 





Меттіпіпа, pe ‹ 








zind în domenii aplicative din ce în ce mai la 


ŞI- un mare renume nu numai prin rezolvarea unui mare numar 





a cisligat 


Leonhard Ei 





sau de fizică cu ajutorul noului icul, dar 


le 


Euler 


de probleme puse de mecanică 





numite ecuaţii diferențiale“ | nou 





studii teoretice privind si capito 


" 


variațiilor“. Pe drept cuvint, este considerat ca cel mai mare matematician al secolului 














său şi unul dintre ii matematicieni ai tuti ilor !. 

J. Lagrange, conlemporan si emul al lui r, aduce de asemenea contribuţii însemnate 
în analiza matematică și creează nica analitică“, in care construiește sistematic bazele 
me icii teoretice cu ajute matematice. 

itmul dezvoltării maten tie instrum ului nou de calcul creat de Newton şi 
Leibnitz este, în secolele al XVII si al XIX-lea, de-a dreptul uluitor, Capitole noi se 





creează, discipline vechi îşi schimbă complet înfățișarea. 





Apar, astiel 


Gauss), teoria ecuaţiilor 


u Clairaut, Monge si 





in afará de mecanica analiticà, ge 





(cu I 





diferentiale (cu Euler), mecanica cerească „aplace, d'Alembert), 


Se constituie, de ase vedere al aplica- 


me 





un capitol deosebit de important, atit din punct 






ог, cit si din punct de ve dere teoretic, capitol denumit astăzi „Ecuațiile fizicii matematice“. 








Ritmul cercetării matematice este aşa de rapid, încit oamenii de ştiinţă nu au timpul să 














<e ocupe de probiemele fundării logice a noii discipline și nici, uneori, de rigoarea perfectă a ratio- 





namentelor. Fără îndoială, oamenii de ştiinţă ai acestei epoci aveau o intuiţie destul de exactă 





asupra noţiunilor fundam« ntale ale analizei matematice, ca noţiunea de funcţie şi noţiunea de 


limită. 













Dar, în nici una din scrierile marilor matematicieni citati mai sus nu se seste o defi- 
nitie coreciž acestor două notiuni fundamente 
Opera de consolidare a fundamentelor analizei matematice avea să înce 


XIX-lea, în primul rînd prin celebrul Curs de analiză al lui Cauchy, din 18 
anui matematician ceh, multă vreme ignorat, B. Bolzano. 


interesant 


Este 


astăzi. 





Definiţia dată funcţiei de către Cauchy este aproape definiţia de 


de observat aici că aceeaşi definiție se şte și în scrierile lui Lobacevski, creatorul geome- 





triei care-i poartă numele. 





o învăţăm ăzi, 





De asemenea, Cauchy dă definiția corectă a continui ii, aşa cum 


nentale ale funcţiilor continue sau derivabile. 





derivabilităţii, precum şi proprietățile fund 


Tot Cauchy defineşte corect, pentru prima oară, integrala definită, pornind de la vechea 
J f t е 


'abolic, Teoria integr 





idee pe care Arhimede a aplicat-o pentru calculul ariei segmentului pa 
a fost completată de către Riemann și apoi de către Darboux în 1875. 


etapa finală a analizei 





Cu sfirşitul secolului al XIX-lea se atinge ceea ce se poate numi 
matematice clasice. 


Crearea, în această epocă, a teoriei mulțimilor de către Georg Cantor, avea în curind să 






aci impulsuri acestei discipline, să ducă la crearea de noi capitole, să așeze intregul e 





al matematicilor pe noi baze, să ducă, în sfirsit, la perioada actuală, de 


activitate, ománátoare în multe privinţe perioadei de început. 





) Notaţiile pentru numerele e, i, x ca şi ru funcțiile trigonometrice 








intensa 


ui Euler. 
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În această perioadă apar școli puternice noi de matematică. 

Cu începutul secolului al XX-lea, se pun bazele școlii române de matemati cá, cu G. Тіеіса, 
cu Myller, Davidoglu, Pompeiu, Lalescul, David Emmanuel, 

La început mai modestă, ca volum, această școală isi aduce contribuția sa din ce în ce 
mai însemnată în toate domeniile matematicii. Astăzi ne putem mîndri cu o școală matematică 
deosebit de înfloritoare, ai cărei reprezentanţi, oameni de ştiinţă de toate virstele, se impun aten- 
tiei cercetătorilor din întreaga lume prin importanţa contribuţiei lor în diferite sectoare ale 
activităţii matematice și în special în capitolele moderne ale analizei matematice şi aplicaţiile 
acestora în fizică si tehnică. 


1) Tra:an Lale 








u este autorul primei cărţi din lume consacrate aşa-numitelor „ecuaţii integrale“, 








INDICAȚII SI RĂSPUNSURI 


Capitolul I (Numere) 


1. Se tine seama de inegalitatea a + b — 2Vab >0. 2. Se scrie prima dintre inegalitátile 


РТА — — 


Marit T Ma — 
arit ar Vm SEXUS ы 
Marit * arm Ceca 


de la exerciţiul precedent pentru mediile mediilor, adică ——————— 


2 





> aac ig Marit + Harm. adică 221 
ce revine la — AM mg, adică Marit tarm 


9 Р 





Mg +M. 3. Se inmulteste cu 2, se trec 


toti termenii în membrul stîng si se pune în evidență o sumă de pătrate. 4. Se împarte cu 
abc (abc 





0) si se tine seamă că, oricare ar fi numerele strict pozitive v, y, are loc inegalitatea 
— + = > 2. 5. Se calculează diferența si se majorează numitorul, iinind seama de condiţia 


2 9 


Marit — ТЕ 





din enunţ. 6. Se scrie Marit — mg = si se observă că — deoarece Marit 





Marıt Mg 

rezultă Marit + т. > 2m,. Deci, luind in consideraţie condiţia din enunţ, se obţine 
Marit + Mg 
galitatea de la exerciţiul 6, după ce se scrie Marit — Тау» = (Marit — Mg) + (Mg Marm) ŞI 






2a (este util să se observe că inegalitatea de la exerciţiul 5 rezultă și utilizind ine- 


după majorarea membrului drept al acestei egalitáti, ținind seama de inegalitatea de la exerci- 
۲ 8 E 

fiul 2). 7. Se va observa cà trinomul de gradul 11 (a; + 48) 2° + 2 (a,b, + Qaba) x + bi +b 

se descompune într-o sumă de pătrate, deci are valori pozitive pentru orice z; se scrie apoi conse- 


cinta pentru discriminant. Un raţionament perfect analog conduce la demonstrarea inegalitálii 





гп 2 n \ л p— 

= 2 — ‹ 9 5 lla : EX T. 
у аро | S 5 aj | У 5 bE |. 8. Se pune а; = | Sc şi se aplică inegalitatea 
R-I k=l ЈЕ J Dus 





PESOS TEN : : e ЧЫ з 9 ^ NDS 

Cauchy-Buniakovski (pentru n—3). 9. Se porneste de la as + = У; ag 4 24 - 2X apbk 
С А . 1 3 . 

şi se aplică inegalitatea Cauchy-Buniakovski termenului Dapp ceea ce conduce la majorarea 





membrului drept al egalităţii anterioare prin 2, af + V à bg) . 10. Se evaluează | b a |, 


<b sau b 





după cum и “a. 11. şi 12. Se ține seamă de regula semnului trinomului de gradul 11; 





la 12. se va tine seamă de faptul că, pentru a demonstra cà | a | < B, este necesar si sulicient să 


» deci Tı == 


3 


se demonstreze cá — Û < « < B (v. $ 1, nr. 3, propr. 6). 13. Se obţine |z| = 





ә 
3 
T, = — —. 14 2 = 0. 15, Nici o soluţie, Exerciţiile 16-18. trebuie tratate examinind de 
5 


دت | 


1 1 reu 
fiecare dată posibilităţile т> 0 şi z< 0. 16. 1 = —» z4— — — 14. 2 = 18. Nici 
2 8 P 


b 
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o soluție, 19. ab > 0— două soluții; ab < 0 — ni soluție; dacă al 0, trebuie distinse 
mai multe cazuri; DÛ %4 0 si a = 0 — nici o soluţie; b = 0 si а Æ soluția x = 0; a = b = 
== 0 o infinitate de soluții (orice număr real este soluție). 20. Se examinează pe rînd toate 
cazurile posibile, discutind după semnele lui c, b -+ a şi b— a, Se obţine: 52—a2> 0—о 
soluție (oricare ar fi c); b?— a? două soluții sau nici una; dacă с = 0, se 
obține x = 0 — soluţie unică; b? — o soluție, dacă ac> 0; nici o soluție, dacă 
ac < 0 sau dacă a = b = 0 si ¢ #0, sau o infinitate de soluții (d: a b=c= 0), 2], Se 
ține seama că, dacă 0 r < у atunci x" < y”, oricare ar fi n natural; se majorează 24a"b", 
tinind seama de condiţiile din enunţ. 22, Se scrie 1 — a? (1—2a)*(14-a а 4... + ah-1) 


şi se majorează membrul drept 


Capitolul 11 (Multimi) 


1. {1,2—3,2 4 





i51 {1}. 2. Ø. 3. PD P DP, Pı D Pa, Ps D P,P» şi P, 
Py Р, (D, Pa 4. NM; DMa ND Ms Po M, şi M, —in- 
comparabile, M, si М, — incomparabile; N, M, (5) LJ {2л},ем. N, My | 


M, = (M, N M) U (M, N My = {2} U {6п},ех. 5. Mulțimea 





incomparabile ; 











mulțimilor de numere reale care satisfac fiecare dintre inegalităţi, deci ( 


( со, D= ( 00, 2) *6, (L4] 7. [3, + co) 8. | 1} 9. Ф 10, Multimea 
numerelor întregi care aparţin intervalului [— 5, 2), adică 1— 5, 1, 3). MN 


1 
12.45 1,0} U N: 13. {1,2}. 14. Ф: 15. R bur: 16. (— ос 1) LJ G, 


[—3.—-—1 198. ( - 1,3]. 19. {2}. 20. (5. 21 D. 22. (D. 23. Se pune conditia | s 


f 20 ) 





ine un sistem de două inecuátii de gradul II in r. Multimea căutată este 




















^ : | == > = 
| в Бүр | [зү зү „зү ۱ 
3 ) П 2 5 їо " 2 ) » 
D, = =й ыд! Шр E Реле Ness е ‚ т Ofe 
2 Ie 2 27 LS 2 j 
Y $. ДЕ б, $31! 
Capitolul III (Şiruri) 
1 1 1 5 
2. (a„) este crescător, deoarece — کک‎ * evident, а, Ü pentru orice n. 3, Sirul este 
- > 1? 
It a 
crescător sau descrescător, după cum « U sau & < 0; |an p п, 4, 
; х 
ste crest sau după cum x 0 sau g ( pentru orice n 
[5 
5. Pent un g О oarecare dat, punind condiţia | a,,—2 с, St ine N == -. De exem- 
RE 1 Y > LE ` : 
plu, luind €= - se obține N > 199, adică termenii da00: Coop sp9 se. Sint toți situaţi 
10 
pa xl 1 1 2 А ? 
in intervalu [2 ‚ 2- ا‎ ; luînd = = ‚ se obține N 2, іса termenii as, a,, 
| 100 100) 3 
sint situați în intervalul [3^ —, 2 + - | (este bine ca elevii să că a, şi 
= a 
j 3 

















adi 





da 


1 si — — sint situaţi їп afara acestui interval). Dacă e > 2, rezullă N > 0, deci 








ător. 6. Procedind ca la exerciţiul 





toți termenii sirului sint situați în intervalul corespunz 





anterior, se obține N pentru є а termeni, în număr finil, ai sirului 








; [a < 4 " : 31:3 wu 
alului — =, — œ ———3 toli termenii şirului sint 
д 


z Р 
tor. 7. şi 8. Sint convergente primul şir şi ultimul sir de la 





— situați în afara inter 









situaţi în intervalul corespunz 


7. (limitele sint 0, respectiv 1) şi ultimele trei șiruri de la 8. (limitele sint respectiv: 




















0, 1, — 1); se observă că, de exemplu, primul şir de la 7. este şirul constant 0, 0, 0, k 
primul şir de la 8. este 1, 4-1, — 1, +1, ... s.a.m.d. 9. şi 10. Se aplică Leorer la 
$2, nr. 2. 11 15, Se aplică criteriul de convergenţă ($ 2, nr. 3). La 13., peniru a 
| х е7 E 
majora, se tine seama de relaţia | cos — — 1 = 2sin? — , La 14, se observă ușor; 
| n 2n 
102731 m Я d 23 ` 
а < — - La 15. se observă |а, | < 16, Sirul este evident crescător. Se stabi- 
1092» 
leste prin inducţie completă cá a, < 2 pentru orice n. Deci, şirul are limită: lim a; = a 


rafului consacrat operațiilor cu 






Aceastá limitá va putea fi stabilitá dupá parcurgerea para 
i = : 
































limite, si anume, scriind lim a, + an-ı)» deci а = 2+4 a; se obline a 2. 
17. Deoarece şirul este crescător =@ -F Anq < X аз, lică а dn х < 0; 
1 
deci, aplicind regula semnului trinomului 'de gradul II, rezultă а, < — (1 + Y1 ia ) 
ы 2 
pentru orice n. Procedind са la exerciţiul 16. se obține limita — (1 + V1 4 40). 18. Sirul 
ر‎ 
este crescător. Se arată prin inducţie completă că a, х pentru orice n. Limita este 
I— fi x. 19. Limita este V1 + x — 1. 20.—33. Se seama ezullatele d 
20. 3. 21. Se tine seama de exerciţiul 13; se obține limita d ва 
1 Y" 
exemplu, se scrie a, „—; se ţine seama de exerciţiul 6 si teor a upi 
коп 1 

limitei produsului; limita este 0. 24. Se tine seama ( Itimul mplu de 1 ) € 

= 3 ~~ Fi 1 iX т 
obline е3. 25. 26, 1. 27. Este evidentă condi x 1, Pentru |o | nd 

ә 
y” 1 

ЕЕ „ se găsește 1. Pentru |«|< 1, limita este 0; dacă о і | (af!) 

1 + x 1 
1 
=. 
: : i T 1 
este sirul constant 1,1,1, si limita este —. 28. 0 pr X E 1 pentru ) ru 
2 2 

та — 1, şirul este diverg 29. Pentru |g | 1; — 1 pentru | о 1 ) pentr 1 
‹ , 1 зә 09 = 
30, 5. 31 32. 0 3. a, trebuie adus la P si О íiind polinoame; se 





obține limita — —. 
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Capitolul IV (Puteri şi logaritmi) 
E 
= 4 7n? — Y: - 5n n n? Ă us У; 
1. Se scrie: — — к=: - . Se obţine limita —. 2.0. 3. 1: 
2n?— n +1 1 1 2 
ac e per 
n n? 
1 1 
41, 5 — $1 7.— 80 
8 3 
Capitolul V (Simbolurile + co si — оо) 
: о 14: 1 : dea 
1. Se scrie 2n? — п? + 1 —-T |; se obţine limita - 09. 2. — б. 
n n? 
9 
i nd. п? ; x 
3. — 00. 4. Se scrie — ~ —— se obţine oo, 5. — оо 6. со. 7. Se tine 
: 1 1 
= ее 
п п? 
2 
seama de convenţia oo^ = со, dacă a> 0; în cazul de față, а = . 0. — оо. 9. Deoa- 
a 
rece Vaii — 60 şi — n > — 00, iar co — оо nu are sens, trebuie transformat d,, Ceea ce 





se obține inmultind și împărțind cu expresia conjugată, adică cu | n? +1 + n: se obţine limita 0. 





10. Se amplifică cu conjugata lui yn? + 1— п si apoi se împart numărătorul si numitorul 
cu n; se obţine limita 1. 11. Se dă în factor n; limita este со, 12. 


15. co. 16. 0 


— 90. 13. бо. 14. 0. 


Capitolul VI (Funcţii) 


1. În primul caz — o singură funcţie, [ (ау) = f(a2) = b; în cazul al doilea — patru 
funcţii, și anume două funcţii constante, fi (а1).= fa (а) = bi; fo (a) = f» (a5) 








Їз bs, fa (X); 

fa (a3) = b, fs (a5) = ba; fa (x) fa (ау) = ba fi (а) = b,; în cazul al treilea, procedind în mod 
- Р i 2b AB ыл 
analog se găsesc opt funcţii. 2. ABMN ~ AABC, deci —— = ———. Aplicind teorema lui 
MN MB 
i AB h x : 2(h — b) 
Thales în AABB’, rezultă —— — =. Se ObHne Рх) = Әр ~ x. A (х) = 
MB h—z b 
i N | e и 
= bz| 1 — — |: ambele funcţii sint definite pe intervalul (0, h). 3. Se tine seama cá masa 
h 





se obține Inmultind densitatea cu lungimea. Rezultă : 
0 

2x, pentru 

т (2) = 2, репіги 


, pentru — oo 





3, pentru 
4, pentru 





INDICAȚII 














| 9 3 
4. —2 — ——5.0. 5. In س‎ 6. 0; In- : 3 
4 2 2 
1 +1 1 
= — 94 4. 15 f (2) 








j 1 

— — 1° 4 1 1. 16 {1}. 19. R—(0, 2, З}. 
2 2 

20. (1, Y), ЕЗ (—:.90,— 2, + %) (0j (— 2, 0) U 


ÛU (0, so) 24. |5, x) 
obține (— 22, — 21 U 19, 52). (— 5, 2). ( X. - ( 






































32. R — (kx) k intreg R— {2} tkr} k întreg 34. f(x) este definită pentru siną 0, 
- AR ; = Lor 
adică pe reuniunea infinită d intervale: (J, 7 È (4r . 35 — 
2. 4 
1 бт 357 1) 
U| i e Е | U 36. ] i, 2); funcția poale definită in 1, deoa- 
2) 2 ! 2 ] 
rece in acest punet exponentul ]— x este pozitiv, e Hs 33. 10 20). 39. | 1 2), 
40. Reuniunea dintre mulţimea numerelor iraționale pozitive $i imea numerelor ratio- 
nale р cu |2|- 1 i t {1}. R, respectiv 22 1113 [3 ) 
43. (0, 0, respectiv ( 30, 44. R р, 1}, respectiv (— V, 1). 
= ) ) m3 ) | 
45. fg pe 10, 2]; = ре |9, > |0, 2] t1}. 46. fg p — )اد‎ [1, я pe 
F ! | 0 
) | 3 9 
|[l——,—2|Uul m= | b: pe|— —? 2] UJ (i с). 47 poale fi definità 
| 1 | 1227] 1 | 
К ^ і i | ; T 
doar in punctele S nu yate j definilà in nici un punet 40. f + 9 in 
tj 
| | 
punctul 4; în nici vn punci 43. Aut J J, cit Si nu pol fi definite în ше un 
[7] / 
punct, 50. /(т) 3213. 51. f(x) gla 15 oa. fr in (3 sii 2), 53. [(x) = 
arctg س‎ 5% Ф (и) = u, 2 (ax) p? 3 1 55. o(u) sin u, и (x) = 24 3. 
(1 xy 
56. © (0) areig v, v (u) = ui, u(x) = 3 5 Sai o (2 ст z (x) = (x — 
1 1 
> (V) үр, р(и) tau, u(r): EP 58. o (v) = In v, v (u) ( u out) 59. 
r--1 
(u 3. (o) 1 р, (и) = сѕее u, ulr) = (2 3)3. 60. x?" — strict deserescátoart 
5 44 n ! ; 
pe | 5. 01 si strict crescătoare ре [0, 09). al crescătoare pe Л. 61. trict 
gan 
crescătoare pe | co, 0) și strict descrescatoare ре (0, + € . — Strict descrescatoare 
y27n-41 
pe fiecare din inlervalele (— 0), (O, + ^c) in parte, саг nu este strict descrescătoare pe 


x 1 Xt 2 
ătoare pe [0, + сс); = strict descrescătoare pe (0, + ©); у 2 





R | x— strict 



















































322 CAPITOLUL XI. INTEGRALE 
strict crescătoare pe R; — strict descrescătoare pe fiecare din intervalele (— oc, 0), 
(0, -+ со) în parte. 63. a strict crescătoare pe R, dacă a > 1, şi strict descrescătoare pe 
f р 
В, dacă 0 < a < 1. 64. sin a strict crescătoare pe intervalele de forma —— 3 
2 
Р eu ^ A 7 = . 2 T 
2kr -+ — |» k întreg, si strict descrescătoare pe intervalele de forma |2kz + — 52 , 
9 2 
k întreg; cos ж — strict crescătoare pe [(2k + 1) п, 2(k + 1) r], k întreg si strict descrescă- 
r М , н A т т T 
toare pe [2/7 1)z], k întreg; tg x — strict crescătoare pe kr + — | k întreg; 
9 ә 


ctg х — strict descrescătoare ре (Кл, (К + 1) r) К întreg. În exerciţiile 65, — 78. se va tine 





seama de rezultatele obţinute la paragraful consacrat funcțiilor inverse; în cazul cînd f(x) 





—l УА 
А q x 331 В зе ч жее Sd ~ 
admite inversă, se rezolvă în raport cu c ecuația f(x) = y ete. 65. R; f(r) = —— 66. f(x) 
3 


nu este biunivocă pe R, deci nu are inversă pe R; dar, pe (— oo, 0] f(x) este strict descrescă- 














toare, deci, notind cu f(x) funcția — 1 definită pe (— оо, 0], se obţine: f(z) = — lz-4-1; 
—1 
іп mod analog, ре [0, - co), inversa funcției crescătoare f(z) este: fa(z)= Va Ll 64. R? 
-1 1 
\ 25 Я Y : - 1 " : 
f(x)— — yx 68. f(x) nu are inversă pe | dar, procedind ca la exercitiul 66. 
2 
| - l — 
se obline: pe | 20] f(z) la r*, iar pe [0, 2]: f(t) 1 r^ 69. R; Пху == 
1 3 і - 3 r т l 1 
== — log, ax. 70. , 9c |: П 9 | = = f(x) = arcsin x. 72, 
5 2 ) 2 6 6 
5 2r] —! 2 — п 2 T— 2 
(2) =: —  arcctg a. 73. SERS ¬ arccos Зх, 74. | Д) ре 
З í / i b 
ERR TE TT 2 е [ар 
f(a) = – (arcte - —1|. 75. Funcţia omografică este definită ре R — --* oricare 
3 2 | с] 
ir fi a, b, с, d, (exceptind cazul c d = 0). Se va arăta cá, ad Æ bc, functia este 
biunivocă şi, reciproc, dacă ad be > 0 funcția este strict crescătoare, iar dacă ad — be 0. 
Cx x: | | Ja) 
funcția este strict descrescătoare ; dacă ad = be atunci, pentru orice x; e R— 2 — + rezu 
| c] 
b 1 -l da b 
tà (а) = — = —. Im cazul ad = be, si numai în acest caz, se obţine f(x) = - ءج‎ 
d с а— сх 


^ T er сыл : П Jil m 
16. 78. f(x) poate fi inversatà ре R 1 (je iar f(x) pe R | Y ; f(x) nu admite 
3 2 


inversă, Este util studiul comparativ al funcţiilor у(х) si ф(х), ultima fiind obţinută rezol- 


vind în raport cu 2 ecuaţia f;(x) = y (dar ф nu este inversa lui f;). Se va observa cà atit f» 
us e е МСЕ i M 
cit si p sint funcţii constante si anume f, este definită pe R — siia valoarea — —» iar 
ET 2 
| 1 2 
este definită ре R — | — z| şi ia valoarea —, Să se reprezinte grafic. 
2] 3 


р 








































Capitolul VII (Limite de funcții) 


1. Oricare ar fi şirul х, — 5 (2, 3), rezultă 27, 
y n 1 n 





cu exerciţiul 1. 3. Oricare ar fi şirul х. — 1 (2, F 1), rezultă Зх, 
1 














даг (хи — 1) 0, deci — — —— — 00 ; prin urmare — > oo. 4. Oricare ar fi 
(zx, — 1) GE 
ә 1 5 
(Fe e e a 
- E 1 
+ 3 E "| 5 Un т T > А 
— со, se scrie к= - - si se observă cà, oricare ar i 
şirul £y со, se scrie şi se obser i, oricar ` 1i 
1 2 1 
з——-+— 
У " 
Un z 


5. Analog cu exerciţiul 4. 6, Se scrie 







Analog cu exerciţiul 6. 9. De exe mplu, pentru f(x) = 


şirul (24) = (пл), evident că x, > + co, iar (sin z,) este sirul 





e sin 7, consi 
(4n + 1)x 


0,0,0, .., deci sin х, — 0. Luind apoi alt sir, de pildă у, = — , evident cá 
2 
Up > oo, iar lim sin y, = 1 Æ lim sin ty. Se mai poate observa cá există şiruri 
п со 1-00 
A пт a А А : z 21% 
Zn > 00, de exemplu zy, = — › astfel încît șirul (sin z,) nu are limită, 10, — 13. 
JJ М 


Toate limitele sînt egale си 0. Se va tine seama de inegalitátile | sin a 





2:45 22? iar lim 22% = оо, 
x— 90 


Й 





[cos x | ŞI, 191 [tg «|. 14. Pentru a > 


deoarece 2x2 —> 00, oricare ar fi şirul x, > со; limita căutată este de asemenea oo, 
limita căutată este — oo. 16. Pentru 





15. Pentru т< — 1, з. ph 1 <= 

















т> — 2, z+ 3> 1; limita căutată este oo. -х+1 > 2+ xz + 1 
Vis a т? 1 necs г І 
este со. 18.e' > x^; limita este oo 19. e “> — ; limita este со. 20. ———— <. 
; д 
A In(sin x + 2) 3 UNE 1 : 
< —; limita este 0, 21. - < © limita este 0. 22. În 
23 po 
punctul z= — 7: l = со, l4 = oo. 24. 1, 42-0, 14 = О în 20/249 
Lp = — 00, ц = 00. 24. In г = 2, [= — оо, lg — c. 25. ш = = 0, 45 = 0, lj = oo 
M pna 2E аата Б 

26. а 2 = 8, 1l, — 1, ц = 0. 27. 16. 28. 54e — 4, 29. — =. 30. — + 5. 31. 


+ 7. 83. 00. 34. oo. 35. oo. 36. — oo. 37. Se scrie: 

















sin 7x 7 sin 7z VES 7 А x ` tg 3c 3 sin 3z 1 : 
= — · ; limita este — . 38. Se scrie: ——— = — :- .- gi se ob- 
3z 3 7x 3 2x 2 3x соз 31 


oo 








































x 


[s 


servă 


se 











41. Se scrie 1— cos t = 


lim cos Зх = 1; limita este 


x30 


că 


: 1 A 
limita este — • diferenţele in  produse; 
2 


276 = 
2: sin? — transformă 


ә 
e sint 


înlocuieşte tg cu limita 





Se 
cos X 


limitele : 


obtin respectiv, 


52. 1. 59. 





Se împart atit numărătorii, cit şi numitorii cu x; se obțin. 
conjugata numărătorului; limita 


6. 
80. Se amplifică 


respectiv, limitele 1 şi — 1. 
1 1 1 
81. . 82. — • 


9 


fracția cu 


83. Se amplifică fractia cu produsul dintre conjugata nu- 


este 
2 


mărătorului şi conjugata numitorului ; limita este 1. 84. oo. 85. 0. 86. || 97. —92. Se 


2 


89. e. 90.0. 91.2. 1; 


ræ Й 


87. е. 88. е. 


procedează са în exemplul de la nr. 4. § 6. 


Capitolul VIII (Funcţii continue) 


(x? sn x) 


lim 
xXx 


: ==... = f(x), deci 
1) > 


y. 


9) 


tot intervalul [0,5]. Pentru х 4j 2, 





lim 
x-xXQ 


= 
= 


Pentru oricare Xy = 1, 
lim (x 4 


x-— xo 


1. 





9 
>, Funcţia este continuă pe R— 3. Funcția 
ә 


funcția este continuă ре А — { —1.} 
3 


л 00; 


este continuă pe R— 40}. 4 Funcția este continuă pe | = 
p 


Qh тү, 
Ens 


intreg. 5. Functia este continuá pe 





4. Este recomandabil 


continuitatea rezultă imediat. în 2 = 2, f(2— 9) = f(2 + 9) f(2) = 
să se construiască graficul funcției (se va observa că, in punctul (2, f(2), arcul de paraboki se 
,eontinuá" cu segmentul de dreaptă). 6. Functia este continuá pe R. În xz = 0: f(0 0) — 
f(0 + 0) = f(0) 0. 7. Functia este continuă pe [0,+ 00) AIk Т0 = 3, iar 
f1 + 0) 1, 8. Functia este continuă pe [—2, + %)— {2}; fQ 0) = f(2 4- 0) — 9, dar 
f(2) i. 9. Funeţia este continuă pe R- 4—1}; а — 1 0) = f(—1 + 0) = oo. 10. 
Functia este continuă pe R— fiy: М Муга 1, 1 + 0) 0: deci, oricare ar fi o, functia 
este discontinuă în punctul 2 = 1. 11. f3— 0) = f(2 0) 4; deci dacă ж = 4, functia este 
continuă pe R, iar dacă « +4, funcția este continuă pe RS INO = 1, f(0 4- 0) = 
1, funcția este continuă pe R, iar dacă a Æ 1, funcţia este 


deci, dacă « = 
3. Funcţia este discontinuă pe 
va ţine seama de faptul с 
irațional pentru orice n). Funcţia 
1,3; pe (— 0, — 3); 


= х, [(0) =; 
continuă ре R — {0}. 1 
limită la stinga, nici limită la dreapta (se 

cu xz, rational pentru orice n, 


ecuaţiei ri — 102? 


В; în orice punet o, funcţia nu are nici 
а, oricare ar fi numărul real 


Și уп” ®, CU Yn 


Lg OSM > 3,— 1, 





ky 


a, există T5 
este continuă pe R. Rădăcinile 





























INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 





funcţia este strict pozitivă; pe (— 9, — 1)— strict negativá; pe (— 1,1) — strict pozitivă; 


pe (1,3) — strict negativă; pe (3,00) — strict pozitivă. 15. Funeţia este continuă pe R; pe 
: | 1 cds 1 

co, — 2) — strict negativă; pe p 2, — — | — strict pozitivă; pe|— — , 1| — strict ne- 
9 ә 


ре (1, оо) — strict pozitivă, 16. Se procedează са la exemplul 2 de la $ 3; pe 





3), funcţia este strict pozitivă; pe (—3, - 1) — strict negativă; ре (—1,0) — strict 


negativă; pe (0;2) strict pozitivă; pe (2,00) — strict negativá. 17. Functia este continuă 
B 


pe [0, 21]; pe lo =) — strict negativă; pe © | — strict pozitivă; ре | — › >) — strict 
4 4 4] 4 


(бт 





т) [т 5n 
negativă. 18. Funcţia este continuă pe [0, 2r] pe |o. A — strict negativă; pe | е | 
6:26 


20. 
ba [or "m NS (7r lix й f (lim. — | 
strict pozitivă ; pe ; —| —strict negativă;pe | —?* 7z strict pozitivá; pe | — * 27 | 
5.96 6 6 \ 6 
. ^ H : 3 5 . 
strict negativă. 19. Funcţia este continuă pe R; ре | — co, în — strict negativă; pe 
ә 
5 \ А А А 2 " 5 Я 
(in -3 а — strict pozitivă, 20. Funcţia este continuă pe (0, со); ecuaţia 1 -+ 21n x = 0 
are soluţia z= ; se constată uşor cà ا‎ == 0 si f(1) > 0, deci, pe |0, Y funeíia este 
ДЕ e ге) 
. " . 1 Н "me x ma 1 1 х 
strict negativă, iar ре |=, + со) — strict pozitivă. 21. Funcţia este continuă pe (0, 00); 
ге 


ecuaţia 112: — 31а х + 2 = 0 аге soluțiile z = e şi x = её; se constată ușor cá f(1) > 0, 
3 
fle? < 0, f(e*) > 0; deci pe (0, е) funcţia este strict pozitivă; pe (e, е?) 





strict negativă; ре 





(e2, со) strict pozitivă. 
Capitolul IX (Derivate) 
x) — f(t) TTA e 
1.—8. Se cercetează dacă raportul K Pra) are limită în x = 5: 1. f'(1)— 3. 





z— Xo 


е ; 1 A =i үе, ; 
2. f'(3) = 78. 3. ['(à—2) = 2. 4. f'1)—5 —. 5.f'(0) = 0. 6. f/(0) = 2. 7. f(x) este continuă 
9 


Кх) — f(D) 


——— se va arăta că 





în x = 1, dar nu este derivabilá in acest punct ; notind R(x) 
z—1 
RU —0)=3, R(14 0) = 2. 8. f(x) este continuă in х= 0, dar nu este derivabilă în 
8 MS \ Sue 
acest punct |se va tine seama de faptul că sin — nu are limită în х = о e 9.—10. Se tine 
7 


seama de interpretarea geometrică а derivatei. Derivata se va calcula aplicind direct definiția 


3273 


9. а= — 3. 10.«— — —3- 11. 6х2 — 14x + 1. 12. 544 — 9623 + 16. 13. 333 — 15a 4 
3 
а а 4 em e Ie NM | 5 
z. 14.— 15 — 1524 4 — x. 15. 7 cos x — 62%. 16. 202? + 2 sint- t 3 3 cos xz, 17. — 
7 3 


12 cos x. 20. (3х2 — 21 — 2) sin x + 


ю 


cos х. 18. 5 cos 2x. 19. 


— 2(1 + 2) sin x х 
+ х + 1). 22. 2(3= — 2y! (5505x? — 102 + 1098). 





-- x(x? — zx — 2) cos T. 21. 9(2x + 1) (2° 
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326 
3 
93. — 7 eos? zsim z. 24. sin? x. 25. cos? д. 26. — sin? 2z— sin'z. 27. sin?-1 x cos"! a(mcos?z 
4 
2 
— n sin? xj 28. 3(2 — 2451. [(2 — 22) sin 2x — 864x sin“ 2]. 29. sint x cost х. 30. — —— 
(x+ 1} 
ad —+be i+ a? 5—12% , 2(1— z?). sc cr-3) : 
31, ——.:.— — "38 — 33. ————. 34. - —— —.. 95. - —-. 86; => y 
(ex + dk (1 — 29) а" (a? — x + 1) (i +x) 
c ME 1 : х3 1 ; 1 
34. —— ag ———— د‎ 2. Өр А 
cos 2 1 + cost (cos x + x sin x)? cost x sin* x 
1 cos? t — sin? x 8 3 А 1 
rud je «44 — ‚ 45 — — — . 46. sin? х. 47. 2 — 
cos? x cos? а | sin 2x. cos? X cos 2 cos? 2x 
tuos) (1 9 sin 2r 
sin x 2(1 + 2 sin Zr) а s s А 
= ДВ. 2 coss(2x — 1) 50. 12(2z + 1)(z? + 
eos? x 2 
Ee 2 : 2 ла КА 2sinz-sin( cost) 
4-.x + 1(3 sin 2[(z* + T - 1)4]. 51. cos x- cos(sin х), 97 — 53. — ———— fas 
cos*(cos x^) cos? (с052) 
54. — sin 2z cos(cos 22, 55. n sin" x- cos(n + 1) €. 56. cos zx - cos(sin x) * cos[sin(sin z)) 
3 1 a inr a 3 OED К 124° 
Бү Ina. 5б.————— 59. — =. 00. e Giy - -. 62. z = 
хіп? ж ză 3r—1 2+1 (x? — 1) In 10 
3 2x 2 1 
3. — 2064 —— ———. 65 ctg x, 66. —. 67. =e OB: ntg х 
SE 5 2 5 
pa — 1 4 jx? 6 sin 2% xina 


73. 2c* sin x. 74. e*(5 sin3z4- 














e*(x* + 2) 











30 1 
98. ———. 99.———* 101. —— - 102. (1— 
2 cos 2x (a2— zx + Dai 
EE i Si ; ] 
ийй ш” 103. — (in . 104. (sin x+ x cos rz ‘In 2) а 


(1-- 2? : \ ^ 
105. 2 | — + xn tg «| (tg 012°. 106. — 


sin 2x 









2 arc sin 








107. 108. ru: 109, 1. 110; - 


ата 

















1 x 1 : 
f'(—1) = . 111. - ;fQG- - > f'( —3) 
х|(1 + 23) 5 



































122 















e == ift 121. 22, " 24, 
а b 10 40 120 10 50 225 3000 
cu r raza cilindrului şi eu x înălțimea sa, se obtine F(x) тг?х, deci dV = 
inlocuind æ = 2,7 şi dz obţine dV 3.13359 m?*. Se recomandă, 
nentru a apreci eroarea comisă, să se eleelueze si calcu ul direct, д utilizarea dife- 





у 120, 






ntialei. 126. Conform legii lui Ohm: I = =: s 
R 
R 550 si dR = 5, se obține ат = 0.0019 amperi; 





t arală cà | 1) 





le alunci cînd rezistența ct 





că intensitatea curentului 





























= Р 1) Р" 1) p 1) 0 si PIV Үү, pun condițiile P(1) = 
Р'(1ў)= 0 Sr obtine: a n, ) n TS 136. Rã( lui P'( sint 1 
i. Punind condiţiile P( 1) = 0 si apoi P(1) 0, se obține respectiv — a = —2 
125 
sia 2. 137. Pentru a — 0, rădăcina dublá x 0; pentru a , rădăcina dublă 
128 
5 t0 3 ; mv? 
138. a = > b=80,c 12. 139. v = 28 m/s 1 10 m /s* — 1146 kgm 
5 a 5 
3 25 
140. х = ;b- 2. 141. 2 = ; d 15 142, Condițiile din problemă sint: 
2 8 
(0) 10, :5(2) = 6, (2)ا‎ 6 se obtin« ot Me 10, c 10, În problemele 
143 146. se ține seama că, in vid, legea de mişcare a corpurilor care cad liber este s(f) = 
] 
= — gt, iar legea de mișcare а corpurilor aruncate vertical in l este s(t) = 
) 
1 E ~ : 
== — 02 + vy ; unde g (accelerația gravitaliona x 9,8 m/s?, iar vy — Viteza cu саге 
este aruncat corpul. 143. 122 4,9; væ 48 m/s 144. } 2.5 m v—49 m/s 
145. Evident, in momentul /, in care incepe cad avem v(t) 0. Se obtine: 
1 і 1 у 
4 10,2 s; hz 510,2 t; 10.2 s; væ 100 m/s. 146. Condiţiile din problemă 
: ы Lo Р 4 Pal mim 
conduc la sistemul de ecuaţii: gl? + Dol 150, — gt bo 0; se obţine (425,58, 
3 
П gm ; Q " 1,1 А б 
UI m/s. 147. О(0) = 1,118 In (1 + 00) = —— —; KO) 1,118 amperi; H2) ™ 
1 t 
= 0,373 amperi. 148. V, R, I fiind respectiv tensiunea, rezistența $i nsitatea 
| I , 
stie cà у R-I (legea lui Ohm); ДЇ) = 6x cos Net S obține |! , ntru 
= 1 (adică pentru orice ё întreg pozitiv): Vmax 600m volti. 149. р 13 g/cm. 





Capitolul X (Studiul funcţiilor cu ajutorul derivatelor) 


lácini ale funcţiei se află cel puţin o 





faptul că între două 





1.—2, Se tine seama de 


rădăcină a derivatei, de gradele lui f; si f; şi de teorema (cunoscută din cl. a X-a) asupra 


numărului rădăcinilor unei ecuaţii algebrice de grad n. 
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Жү Да (2) — f(1) ; 2 
2. (—3, —1), (—1,0), (0. | | 24]: 9. 12 —fa) = 6 = (с), сисє (1,2); într-adevăr, 











US 5 2—1 
pia : 2 
f(x) 4r și ecuaţia 4x = 6 are soluţia х = e(1, 2). 4, Punctul corespunzător este 
3 
= [1 PI 1 1? 
А : c. 3 | Q9: ENS a 
—}.- 94:5. Sé obțin punctele -+ In 9 =, aceste puncte aparţin intervalului | .- — , — |, 
| m9 2 2 
In 9—2 1 : ; ; < 4 
deoarece— < — (această inegalitate revine la inegalitatea In 3 < —, care poate 
In 9 1 3 
: TNT REA TE iE a З 4. 183 
fi verificată utilizind tabelele de logaritmi zecimali; in acest scop se scrie In 3 = 2°, 
lg e 
UE " 3 f(b) — f(a) bn — а" ; С . 
6. Se obțin punctele — 4 1. fi = = f (c) = пс"-1 cu сє (a,b); 
2 b—a b—a 











se observă că nal < nc't-1 < pnb"-1 8. Se aplicá formula cresterilor finite funcției f(x) = 

= In (1 + 2), în intervalul [0, x]. 9. Se aplică formula oresterilor finite funcţiei f(x) = e* in 

intervalul [1, x] 10.—13. În fiecare caz in parte se va determina constanta dind lui x 
; : Я ; : 1 

valori particulare. 10. C — arctg a | pe orice interval care nu “conţine punctul zr = — |- 
a 

1.C—0.12. C= 0.13. = 0 pe orice interval care nu contine punctul x = arccos | —- | А 
5 

14. Din F = ma rezultă а — 10 m/s?; deci v(f) = — 10 t + С: se fine seama de condiția 

m . (mw? сле РУХ е, 3 з А 
nitialà; rezultă ЈЕ = De 780° kgm 15. v(t) = at, (0) = —2at?; deci: 0(50) = 20 m/s, 
2 2 2 
s(50) — 500 m; acceleraţia de frinare este 0,4 m [s?, timpul de parcurgere a distanței dintre 


gări este 31 min. 40 s. 16. Strict descrescătoare pe (— со =, 5), strict crescătoare pe (5,00); 


x = 5 min. 17. Strict crescătoare pe (— оо, —3) si pe (3,00) si strict descrescătoare ре ids 
pe t ў 





z = — 3, тах.; x З, min. 18. Strict crescătoare pe (— 0,6), strict descrescătoare pe (6,00); 
2 = 6, max, 19. Strict crescătoare ре (—o0, —1) si pe (—1,00). 20. Strict descrescătoare 
t H 4 o 1 900 1 1 
pe| —%, — —| si pe | — —,0)|. @.хж=—1,‚ min; x= 1, max. 22. r— — , min. 
3 2 ә 
9o J > J 4 
2 i رو‎ NS E + V5 
23. v = — |2, max.: x 0, min.; x max. 24. r = ——— — min, in t = 1%, 
9 5 
2 2 


funcția si derivata sa nu sint definite (ele pot fi definite cel mult pe intervalul [—1,1)) 





37 TT л E (тт 

25. r = —, max l= — min. 26. Strict descrescătoare ре |0, — | si pe , . 
1 1 2 2 

x T эт 1 А x : Р 

27. r —5 max.; a4 - min. 28. х = —,min. 29. «=e, min. 30. r= €, max. 
2 2 e 

31. x = 0, max. 32, t= 3, min. 33. x= 0, min.; x= 4, max. 34. Pentru n par 

z = 0, min.; iar 2 n max.; pentru n impar хт п, max. 33. х = In 2, max. 36. Strict 

е jx: 1 : : m 5 
crescătoare ре (0,90). 37. x min. 38. т e, max. 39. s(0) = 2, v(0) = —8; 
e 


deci, mișcarea începe din punctul + 2 in sensul negativ al axei Oz: (b = 0 pentru 


t = 2, deci mobilul începe să se miște în sensul pozitiv al axei Ox la două secunde de la începerea 
mișcării. 40. s(0,75) -2V®, v(0,75) = — 2x|/ 2. 41. Convexă pe R. 42. Concavă pe R. 43. Concavă 


ре (—90,—3); convexă pe (—3,00); x = — 3, punct de infl. 44. Convexă pe R. 45. Concavă 
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ре (—oo, 0); convexă ре (0,00); 2 = 9, punct де infl. 46. Convexă pe (— 90,1); concavă 








pe (1,00); = = 1 nu este punct de infl. (funcţia si derivatele sale nu sint definite in = = 1). 

т 7 [ Vă) (ү: и зе. үз, Ys үз 

47. Convexă ре |- со, — = și pe —? 00|; concavă pe — و‎ 5 ; ж =— 3 

3] Б ] 3 e { 

y3 ! : ; Я А ; 

şi == > puncte de inf]. 48. Convexá pe (— %,— 1) şi pe (0,1); concavă pe ( 1, 0) 
3 

si pe (1, 00); u> 0, punct de infl. 49. Convexá pe (— 90, 1); concavă pe (1, оо). 






T : 7 п IN T 5л 
50. Сопуеха ре [o A şi pe | — 3 |: concavă pe | -4 — |; ж=—› ¥ - puncte de 
4 ) 4 4 4 


| 1 
infl. 51. Сопсауа pe (® | = | ; convexă pe j 
еЗ 





f : | | . ( 1f 
ioca = P] к= (E 
2 А V 2 
= = ج‎ ›рипс{е de infl. 53. y = 0 (axa Oz). 54. Dreptele r = — 1, хт 1, 
у = 0 55. X 9. 4 ^y 0. 56.2—1, у=1. 397r = 0 (sxa Oy), gy = x. 
59. zx 1; 1 2r--3. 59. x -9, x= 2, y= 572—2. 60. x t 61. € 1, 
y =1 62. Toate dreptele x = (2k + 1) т, k întreg. 63. 2 = — 1-2 £1. 64. хт 0, 
1 3 | 
у = 1. 65 Punct de min. : s -3 |. 66. Punct de max.: (2,4). 67. Punct de 
2 4 ] 


t = 15 4 1 15 
infl.: (0,1). 68. Punct de min.: (0,— 4). 69. Extreme pentru t = |24 a — 25 


- 1,65 (valoarea goa corespunde unui max., iar cea pozitivá unui min.) şi pentru 


[= | 145 › = b x : : 
х = | ET x + 0,54 (valoarea negativă corespunde unui min., iar cea pozitivă 
) 
unui max.); puncte de infl, pentru х = 0 А орип х= + |1,5. 70. Punct de 
T р" 2 
; Ms 3 3 22 - : 
max.: (0,1); puncte de infl. : . d d 2 1 : asimptotă: dreapta у 0. 
3 э / = ر‎ 


| 1 DES ra 3 
71. Punct de min. : | 1, 5 |; punct de max. : „fe 15:75 e puncte de infil.: ( үз, — £ |, 


— 3$ А 
(0, 0), ( 3 d E asimptotă: y 0. 72. Asimptote: v= 1 ў y 1. 73. Punct de max. 





3,- 

(—1, —2); punct de min. (1, 2); asimptote: x = Ogi y= 2. 74 Punct de min. (0,1); 

asimptote: = = - lux 1, y £0 75. Punct de infl.: (0,0), asim] tote: r- —l; 
3 : [ | М. 

z—1,y=0. 76. Punci de min. : |0, ; puncte de тах. | | * — |» 

QUT | 3) 
asimptote: X = — IE 1,.22—2, T- 23: 0 0. 77. Funciia este definitá pe 
[2, 99); punct de min. (2,0); funcția nu este derivabilă in хт 2; avem: lim f(x) = e, 
y-»9 


(2,0) graficul are semitangentă par: alelă cu аха Oy. 78. Funcţia este definită pe 
în acest punct, semiaxa Ох pozitivă este tangentă la grafică 


(1,0); în х= 1, funcția nu este 


deci în 
[0, со); punct de min. (0,0); 
79. Funcţia este definită pe (0,1]; punct de min. 


derivabilá; in punctul de min., graficul are semitangentá paralelă cu Oy; punct de infl, 


















































—— |; asimptotă t= 0. definită ре [0, 1); punct de min. (0,0), 
3 


in acest punct, semiaxa Ох tangentă la grafic; asimptotă: ж = 1. 


a este definită pe | 





$1. Fun 0); punct de min. (1,0); in x — 1, functia nu 


ste derivabilă; in punctul de minim, graficul are semitangentă paralelă cu Оу; asimp- 



















































tote x = —1, y—1 82. Se conside пса ре [0 EA di ; puncte 
- =] 
de m (0,1) si (27,1); punct de max. (ж, 1); asimptote: x N . 83. Se 
9 
nsideră funcţia definită pe fO 
otà т 84. Se consideră f 
1 Я X = 277 lal 
ә | 
de infl. ak ste ie 
85. Se consideră funcţia definită pe — , - |; puncte de max.; (0,1), 
9 m 
Е & j 
: T Ул : : , к 
m le min. (т, - 1); asimptote: a - . 86. Se consideră funcţia definită 
z 9 ) 
___ sin2z ‚_ siwar 
ре (0, 27) — {т}; se lim — — = 2; pentru a calcula lim ———— , se pune 
коо sina x2x Sin & 
í sin (2u + 4r) A ы : 
ц х — 27, deci lim ———— = lim - = lim ———— 2; puncte de infl, 
2л sina t sin (и + 2x) u-0 sinu 
р 0ч | — 5 0] ; asimptotă: = = л. 87. Asimptolà: y 0. 88. Funcţia nu este definită 
1 9 ! ) М 
п ( f(0 — 0) = 0, 0 0) юа 0, у= 1. 89. Func nu este defi- 
ni n x= 0; f(0—0) = 0, f(0 0) = te: 2 0, y = 1. 90. Punindu — X, 
zultá: lim t = — lim ue" = — — - — 0 (v. cap. VII, $ 3); punct de min. 
x- © н-> © lim E 
+o U 
| 1 | 1 inf | 9 2 H х € tî lofinit 
1 punct de infl. | — 2, - ; asimptotă: y — 0. 91. Funcţia este definită 
pi 1. 1); punct de infi.: (0, 0); asimptote: 2 1, х= 1. 92. Funcţia este definită 
1 
In — 
: 1 © 2: и 
ре (0, со); definind funcţia и = — ре (0, oc), rezultă: lim х |n g ccm 
x + u 
In a Р 1 [1 1 а р H i 
lim $ punct de min. | —» — . 93. Functia este defi- 
H-— < 1 е е 
tà pe (0, oc exercițiul anterior, se obţine lim f(z) = 0; punct de 
x0 
1 1 1 1 3 92. i ), m n 
min. | ‚ — -| ; punct de inf! Ў . 94. Se obţine P(x) = 2" (а — x)"; 
| e 2e |] | e 2€ 
SX Y ma x: Eten | a m+n 
funetia este definită pe (0, a); pentru х= —— —— se obține Рах = m"n E — . 
m n т + n] 

























az . " 9 , : Mm ; i | 
95. Se obţine S(T) = x" + : funcţia este definită pe (U, а), pentru х | , 

n 

Uum J 

1 
se obține —(m-n 96. Nolind cu х ў eu y dimensiunile drept- 
unghiului, se obține x? y? = 4r*; se stabileste cá funcţia 5 (2) p | 41° r? are 
maximul 2r? pentru 2 per Y2; deci dreptunghiul de arie ma scris într-un 
97. Fie ABC 


e tocmai pătratul înscris in respectivul cerc. 





cerc dat « 


dreptunghi LMNP ales conform condit din enunţ (NP pe D 



















ŞI un 
si B) Notind LN H NP y BC=a şi h inălțimea coboriià Į 
1 > : hi : M 5 A r с a 
seama de asemanarea triunghiurilor ABC $ A LM, se obţine » (2) r (i x); 
h a К 3 ah TW 7 \ 
pentru = = —, y — ‚ве obține Smax а! 98. Notind cu x diametrul ba ei ci 
2 2 | 
lindrului şi си y înălțimea cilindrului, se obţine У (=) = — y? |4 2; peniru 
4 
2 - 4 : : 
T == ; у = — se obţine Vas = —— T3. 99. $90 у ayina асесаѕі sem 
3 ys 
nificatie la problema anterioară, se obţine, pentru 2 ї si y 2 V пп? 
100. Se exprimă lungimea Г а vasului, în poziţia în сг se sprijină cu о exire 
mitate pe malul riului, iar cu cealalt pe peretele în funcţie de unghiul @ 
format de direcţia vasului cu malul se obține 1(0) = —— + —— ; pentru « 
sin g COS Ж 
1 ə 2 $5 
( a3 fies: үә 
= arctg | „se obţine: Lmax = а -+ b^ | ste un pătrat de 
(L5 ] \ ) 
а 

latură - 9r, iar adincimea cutiei este х; У (х) = 13 1 ах? ax; pentru 4 - 


Ja? 


Vu = 102. Fie MN 





se obține 














notind cu 2 ui AM pe şosea, trase 1 
= | ۳ے‎ 9 4 (8 т)? ү 22 9 | 65 2; pentru 4 6 se 
obține Т; 3-L4 Y5z 11 km. 103. Notind de la sursă la pistá şi 
i х r : R 
cu d distanța de la sursă la M, se obţine [(x)— —— - ; pentru 
а? 2 = 
(R? 8) 


2 
= ыз 04. EOL x 


ЗЕ? 3 
intervalele, se obține | 
1), (— 1, 0), (0. 3), (3, со); primul 





іхсіпі reale in 





se obține Imax 





ngind 





reale in intervalele ( si ultimul 





(3, 5). 106. Două rădăcini reale in intervalele 





fi uşor restrinse: (— 2, 
(1, 00); restringind : — 2, - 1), (1, 2). 107. Trei rădăcini reale in interval 
\ 'i ә А 
-|> Е -› © je restrinfind primul şi ultimul inter se 
5] yo 


m 4- 1,f 
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f (оо) oco; m 1, o rădăcină reală; — 1 5ں‎ m x toate rădăcinile reale (pen- 
TEES s 5 I E : 5 
{ги zn — 1, X 1 rădăcină dublă; pentru т ‚ ж = — rădăcină dublă); т > ? 
27 3 27 
o rădăcină reală. 109. Sirul lui Rolle; f(— œ) о, f(— 1) = т — 3, [(0) = 
f(4) m 128, f (00) со; m 0, două rădăcini reale; 0 < 3, toate rădăcinile 7 
reale (pentru m — 0; x — 0 rădăcină dublă; pentru m — 3, 1, rădăcină dublă); 
3< m < 128, două rădăcini reale (pentru m r — 4 rădăcină dublă); m > 128, 
toate rădăcinile complexe. 110. Sirul lui Rolle; f(— 00) = coo, f(0) = — m, f(m) 
= m (т? 1) f(2m) mè, f(o) = со; |m|- 1, m0, două rădăcini reale; 
pentru m 0, т = 0, rădăcină cuadruplă ; m | >> 1 toate rădăcinile reale (pentru 
m 1:4 1, rădăcină dublă; pentru m 1, = 1 rădăcină dublă). 111. Sirul 
lui Rolle : f( ©) oo, f (0) m,f(1)-m-4-2, F(2) = m— 16, f(o0) = o0; т< —2, 
două rădăcini reale; 2«m < 0, patru rădăcini reale (pentru m —2, = 1 rădă- 
cină dublă; pentru m = 0, x = 0 rădăcină cuadruplă); 0 < т < 16, două rădăcini 
reale (pentru m = 16, z— 2 rădăcină dublă); m > 16, toate rădăcinile complexe. 
= s : Í 1 Я y ( FLN x 7 
112. Sirul lui Rolle : f( 00) = 00, f] —- = 6m — , T(0) = бт, 1 = 6т — —— у 
3 2) 16 
9 , 
f(oo) co; m < 0, două rădăcini reale; 0 << m 9 — ; toate rădăcinile reale (pentru m = 0, 
81 
А 2 1 T 2 7 
x = 0 rădăcină dublă; pentru m = —, х = — — rădăcină dublă], — < m x — două 
81 3 ) 81 96 
е Í 7 T EX 9 7 : ках 
rădăcini reale | pentru m = — ; x rádáciná dublă | > m> — › toate rădăcinile com- 
96 2 ) 96 
plexe. 113. f(— o oo si f(00) = oo, deci, oricare ar fi p si 9, (reali), ecuaţia are 
cel puţin o rădăcină reali; pentru р < 0 se obţine şirul lui Rolle: f(— c9) = — oc 
А г—— —— an ? p— \ 
s | р ; p 1 | р 7 
| anl, == 95 |! 25]? ET : 
1 | = м (| -£j- sU | -E + اوو‎ fœ) = e; 
3 ) 3 ) 3 | 3 
| 3 
după cum 3 [л | 0 sau > 0, ecuaţia are toate rădăcinile reale sau o singură rădăcină 
Һ A , Т р Зр A p 
reală, 114. Sirul lui Rolle: f(— 20) = co, f | — | = 9 zi уу , 
/ | 
\ 4] тү 4 
, Ў Га}? p E у. 
1020) o0; după вө - | — | | < 0 sau 0, ecuația are două rădăcini reale sau toate 
3 1 
rădăcinile complexe. 115. Tratind ca la exerciţiul 113, se observă că ecuaţia are totdeauna 
cel puţin o rădăcină reală si cel mult trei asemenea rădăcini, şi anume în acest ultim 
i p 3244 fq 2" 
caz in mod necesar: p 0 “| *| : | < 0. 116. Funcţia f(x) = х — 
2n + 1 2n 
— X In x m este definită pe (0, co). Se calculează mai intii lim f(x) si lim f(x) = f(00); 
x—U Y Со 
5 3 dos: 1 ; à 1 In x m). 
evident : lim f (x) co; pe de altă parte: lim f (x) lim т? Ё f —— TI] si deas + 
х->0 x> х= оо 1 r^ 
: In 2 А í ? 
rece lim — == 0 (v. сар. VII, $3), rezultă lim f(x) = со; derivata are rădăcina = = 1; 
x>% T“ xX- 
se obţine şirul lui Rolle: lim f(x) = oo, f(1) m, f(oo) = oo; m < 0, două rădăcini reale 


х-> oo 


(pentru m 0, x= 1 rădăcină dublă); m> 0, nici o rădăcină reală. 117. Funcţia f(x) = 
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= 12 + x + е7 -+m este definită pe R. Se calculează mai intii f(— 99) si f(00); evident : 


-xX е? 





А x ^ "n e - + 
lim f(x) = со; de asemenea lim f(x) = оо, deoarece lin wer mires 0v (v. cap. VII, 
x>% „х>—% x-»—0o X" y>% U^ 

$ 3); se obţine şirul lui Rolle: f(— 20) = co, f(0) = m + 1, (00) = o; т 1, două rădă- 





cini reale (pentru m —1, r— 0 rădăcină dublă): m> 1, nici о rădăcină (reală). 
118. 1.32. 119. 2,888, 120. 1,636. 121. — 0,31; 0,44; 1,06. 





Capitolul XI ( Integrale) 


E n 
5 8 x 1 E 
2 , 2. Pentru a calcula у КЗ se pleacă de la (р + 1) etc. (analog procedeului indicat 
6 — 

=i 


ks 


1. 


în subsolul de la $1); se obţine 4. 4—6. Se vor lua punctele intermediare la mijlocul 
intervalelor parţiale şi se va arăta că sumele integrale corespunzătoare sint nule. La 7. Ale- 
gind punctele intermediare ca la exerciţiile anterioare, se va arăta că sumele integrale cores- 
punzătoare ale funcţiei cos x pe intervalul q— a, 0] sint respectiv egale cu sumele integrale 
corespunzătoare ale funcției cos х pe intervalul [0, a]. 8.— 13. În fiecare caz se determină 
ușor o funcţie F a cărei derivată să fie funcţia f de sub semnul integralá; de exemplu la 
1—e = л 























8. F(x) = 12 + 2°. Se obține. gE 2; 9; 1. 10; 11.135 Pali 19 — — 
e 4 
; E E Е 1 
18. 221 — x? + 32 + C. 19. — 16 — — 29 = 27° 4a 
3 5 2 
_ 2x? + 4r? — 1 2xlx 
Ro. 91.———— س‎ =C se, 2515 1 Ср 
4 ză 3 5 
9 E 9 д» 
= = о ]/ 
а 2 2 ( 
) 3 
(3 + 42) (7— 3x 
29. + C. 30. ———— 
24 79.30 
- = 1 2 
r-L i+ C. 34. — In C |x|. 35. — Іа C|2— x|; 36. In C 
5 3 
ы E un E 5 TUS А р ; 2 А 
132 + 5 |. 37. —In € (x? + 2x + 5). 38. — In C |а — 1 |. 39. 2) 2 arcsin (ж V 2) + C. 40. —arcsin 
2 3 3 
(3: —1) + C. 41. arcsin— + C. 19. —arcsin (1? — 2x 4 3) + C. 43. arctg 4x 4- C. AA • 
7 2 1 ү7 
= 1 1 1 
arctg (17) + С. 49. — 46. — arctg (12 — 3) + C. 47.— — cos 9T C. 
| 5 2 5 
» Б БОЕ А ^ ота т. 
48; cos |[42—— — x| os (x* ох — 3) + C. 50. — sin (33 + 1) + C. 
7 ] 3 
° В э - 1 pe fX 1 PESE * = Б H 
51. sin? z cos х = sin” 7 (SM zy ; integrala nedefinită este — sin? x + C. 52. cos'rsin T= 
3 
, , . t Tu 1 B ~ me 2 
= — С055 x (cos X) ; integrala nedefinită este — — cos? x 4- С. 53. cos? x = cos? xr cos T 
6 


= cos? z(sin 7) = (1 — sin? х) (sin 2)" = (sin z) — sin? т (sin 2) ; integrala nedefinitá este 
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in t- — sin? x + C. 54. cos“ x sin” x = cos“ х sin“ x sin x etc. integrala nedefinită este 
3 
1 ^ 1 Б EE РЕ e Lo A CN 3 
— — cos? r-- — cos?r J- C. 99. sin? x — sin? x + C. (Se observă că procedind ca 
3 5 3 5 
la inate rapid integralele nedefinite ale puterilor impare ale 
lui sin x şi cos х, ca si integralele nedefinite ale produselor de sin" ж cos? unde 
cel puțin unul dintre numerele naturale m si n este impar.) 56. - 1 C 
) 
x 
а 1 » 1 2—1 a 
(x? + 29x) + C. 3 e: H 4. C. 60.—e*" C. 61. — ( 
* 2 In a? 
pă 51? 1 20 9 p? Li e. п | = 
( 63 КЕБА зал З с -- 64. ln — ‚ 65. sinf zi — | + 7le 66. Se 
A ; em v^ Е ^ | 
2 2 2 2 | 
1 7л 95 
ti – |5 ar r* =|. 67; —. 
3 4 6 
7 ў 20 -. 3 (37 a 5 8 35 31 n2 тт e 
68 69. — 10. (3 y3 — 1) -+ 3e (e? —1) + — In 35, 11. 72. Se observá 
64 33 2 3 3 
In x 1 eR 1 Lo ا‎ e S E ^ 
= Іа z(ln x); integrala definită este — · 73. 044. — 15. (?—1) 76. Se 
2 3 3 à 
1 
x x 1 -— د‎ T 
observă că — === 77, Se tratează ca exerciţiul 
9 + 22° 
: т Е ` (sin 0) : 
anterior; se obţine T. N туа ci 1 : se obtine ar . 
ip 


79. Integrala se scrie \ (1 





3. 81.— 83. Se descompune intervalul de inte în intervale parţiale, corespun- 

















PES Р MOTEUT. ү A 5e — 1 in 34 + 16 1 
zătoare modului in care este definită f; se obţine: 81. ————. $2, ——————————— — , 
e 4 
24 п— 2 
83. ——, 84. Sepune х = и, = dv; se obține — . 85. Se pune 
2 ( 4 
arcsin 2x = u, dx = dv; se obţine د‎ —. 86. Se pune, de exemplu, х = u, 
=+ 
T 11— e? 
cos r ах = dv; se obţine —, 87. Se pune In! и, ([—3)dt = dv; se obţine ———. 
2 1 
88. Se pune arc = ü, dr = dv si se obţine un rezultat care necesită determinarea 
х° MILI 





—————, ceea ce este simplu dacă se scrie: 





unei primitive a fun 





1 x PRS 2— r 21п2 +r 1 
= 1— —; integrala definită este ————. $89. ———— ———,‚ 90. Se integrează 
14 22 1 2 











; se obţine ———. 





de două ori prin părți, luind si 





м 
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91. Se integreazá de douá ori prin párti, luind, de exemplu, de fiecare dată eta = и; 





2 
se obţine — (€ Эл + 1). 92. Se integreazá de două ori părţi, luind inti (а 0)? = u 
13 
i : 81 SUD 16 : e e ( 
iar apoi 10 {= u; Se obţine — 10°2 — - In 93. Se scrie = 
3 9 











m — —- şi se face substitujia X + se obtine — A euh 94. Se 
Í 3 ‹ 
х + | + = 
1 
? ? cos 1 — cos a = : : . edic 
pune а=) se obține ت‎ 2 95. Se pune sin T= t; se obţine —. 
In a e 
п— 2 1 
96. Se pune Cos t — t: se obline — 97. Se pune tg = = t; se obţine — : 
2 3 
ч Е S 1 1 
95. Se pune tgr=t şi аро! se scrie: — = ; se obține 
2— 4l + 5 (( — 2) + 1 
arctg 3 — arctg o, 99, Pentru. a inlatura radicalul se pune 1 +a 5d; se obtine 


2)4 Va — Y5) 





212—1 | : : 
ج‎ 100. Se pune 3z — 1 = 2; se obţine ae 101. Sepunez + 1 = i$; 
3 910 
Ys SÉ 1 1 1 1j : 7 \ 
se obţine © [ و کک‎ Дь =-— +- |. 102. Se pune т = a sin t; apoi se observă că 
9 SILET oU 5- У, 
rj E: р к. М 
cos||t + 2) = £] 4 si [e TR UR 
cos 1 cos f »| 1 1 t) M t f | 








sin t + cos! Y2 sin |. 4 z) Y2 sin i 4 =] y2 sin ( + z) 
4 | ) 4 


6 —. 105. Suprafata este simetrică faţă de axa Ох; este suficient să 


etc.; se obţine 


^ > e n a + ib 
se calculeze апа corespunzătoare lui у= Vaz; se obţine апа totală —. 104. —. 
3 3 


origine; este suficient sá se calculeze aria supra- 
1 А 

totală: —. 106. АШ 9. 107. Este suficient să se calculeze 
ә 


105. Suprafața este simetrică faţă de 
feţei din primul cadran; aria 


aria porțiunii din primul cadran; la integrare se face substitulia x = а sin! si apoi 











: و‎ : А 1 + cos 21 : d 
se ţine seama de identitatea cos? t = — — 5 ^. aria totală: пар. 108. — $3 
b? E Го х 1 
109. e— 1. 110. a— b + In — • 111. Se face substitutia х = sin i; se obţine — 
а 3 
64 x 4 - : ` р V 1 cos 22 
112. —— 113. — • 115. Se ţine seama de identitatea sin^z— ———-. — -* se ob- 
405 35 2 
me Mr | inc m r (4 — п) : ; ză 
tine —. 115. Se face substitulia tg x = t:se obtine ——— — * 110: Se serie =. 
4 1 1 — 2 
3—1 +1 [а3 — 1 1 . m(n8—2) NEQU. 
= = — -}- etc, se obDne = 117. Se integrează 
1— € т— 1 r—1 3 


|a 


9? 
2 


ргїп părţi; se obţine xe (е2 — 1). 118. Din motive de simetrie rezultă direct xg = 
4 



































336 CAPITOLUL XI. INTEGRALE 
| z sin x dz 
este recomandabil ca acest rezultat să fie verificat, calculind tg =———— (inte- 
\ sin тах 
7 
grala de la numărător se efectuează prin părţi); se obține apoi ус = — 119. Pentru 
8 
8 


calcularea numitorului lui хс si yg se observă că, попа cu Р punctul (0, Б) şi cu 


9 punctul (a, 0), aria suprafeței considerate este: aria elipsei aria AOPQ (se tine 
1 
- А : 2a 2b S 
seama apoi de exerc. 107); se obține ig = ———— —— 3 UG ——————. 120. Tratarea 
3 (1 —2) 3(x—2) 


acestui exerciţiu este, in multe privinţe, analogă celei a exerciţiului anterior; se obţine 


= 
4 1 (а + b) , [, 723 : 1 Li 
do = m UG M 121. Se calculează | Е dr; se obţine L = ke کے‎ | 
z^ 


о 8 
эт 


122. Se pune F (х) = kxr, unde x reprezintă deplasarea resortului faţă de poziţia inițială, 


se determină k din condiţiile problemei, se obţine L = 11,25 kgm. 123. Se ţine seama 
7 b 2 7. T : 3 
de relația F = pS; se obţine L = kin —. 124. Notind cu c coeficientul de proporţio- 
a 


A 
nalitate si cu р viteza corpului, se obține L = c | v? ds, ds se obține din datele pro- 
0 


5 
, ў 2f 37275 2 : У 
blemei; se găsește L = — с үка? , 125. Lucrul mecanic (total) se obține  însumind 
7 
lucrul mecanic efectuat pentru ridicarea ascensorului (F, = const. = 2000 kgf) cu lucrul 


mecanic efectuat pentru ridicarea cablului; notind cu z distanța la un moment dat dintre 
ascensor si fundul putului, rezultă F, (2) = 2 (400 — x) kgf; se obţine L = 960 000 kgm. 


Exerciţii suplimentare 








1 - 1 i ^ i 
1. Dacă |х | < 1, atunci а? — 0, deci a, > ———— ; dacă x > 1 şi p > 0, atunci a" — co, 
1—a 
x"B > со şi а, — o0, dacă « > 1 si B = 0, rezultă a” = 0 pentru orice n, deci a"8 — 0, iar 
x > А 7 1 » 1 кен еч 
a, > 00; dacă ox X —1, scriind а, = | 8 + ———|« |l ———— 5 se observă că şirul 
a —1 1—9 
М уы А 1 CR : "E 1 Ys p 
are limită, şi anume ———— dacă, şi numai dacă, Û + ———- = 0, adică a = — ——— se cer- 
1 — a a— 1 B 
: 24 
ceteazá dacă х x; —1 e compatibil cu В > 0; se obține 0 < fs . 
9 
2. a) De exemplu, pentru х, € [— 1, 0) rezultă f (zj) = — 1; pentru z, є [0, 1) rezultă 


f(x) = 0; pentru z, E [1, 2) rezultă f(zg) = 1 etc.; graficul este „іп trepte” (porţiuni din 











INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 





la Ox prin punctele de ordonată întreagă): 
[0, 1) rezultă f (Zo) = 


paralelele 





în scară sau functii etajaie; b) даса zy ‹ 
(uo) = z9—1 ete.; 
prin punctele de abscisá întreagă ; c) dacă Vra Є 
4), rezultă f( 
є [0, 1), deci zy, є [0, 1). 


[0, 1), deci x, 


dacă Va є [1, 2), 


etc.; 


deci 





z, € [1, 
d) dacă 27 


rezultă f(zy) = 2 








1; dacă үх, c 


rezultă f( 





functiile de acest fel se numesc funcții 


хь, dacă [1, 2), rezultă 





graficul este constituit din porliuni din paralelele la prima bisectoare 


e (0, 


1), rezultă f (xj) 0; 





[2, 3), deci х; 


— 0; dacă 








є 1, 2) deci хє [1, V2), rezultă f (xy) = 1 etc. 
3. Se observă uşor cá, dacă x > 1, atunci lg = co şi l; = оо, iar 1, atunci 
ld = — © şi 1; oo; dacă |«l 1, funcţia nu are limite laterale în 2 —0; într-adevăr, 
1 
in acest caz, există şiruri Ty — Û, Zn 0 pentru orice n, asifel incit o - sin - 0 pen- 
X4 
tru orice n, deci f(z,) = 0 pentru orice n; dar există şi șiruri yj — Û, Yn - 0 pentru orice л, 
1 
astfel încît a + sin — 0 pentru orice 7, deci f(y„) — oo; în concluzie, funcția consi- 
Yn 


derată nu are limită la dreapta în t = 0; analog se demonst 


stinga în acest punct. 








există limită la 


nu 


V 2 » Yo 

WU NE. 94-1 3— [9 + За. e : PM 

д. [ (d); Козу ES CM ©; +34. amplificind cu conjugata numără: 
a, a 

torului rezultă respectiv : lim fg (а) = — şi fı(0 +0) со, (0 0) = — co. (Se ob- 

a>0 2 
servă că — este rădăcina ecuaţiei de gradul I, care se obţine pentru a = 0 din ecuatia 
2 
datá; desigur nu are sens să se considere оо sau co ca „rădăcini“ ale acestei ecuatii.) 


5. 1? Notind yo = f (20), Zo = 9 (to 


To ox 
, 
(3 3 





pe R; rezultă, orieare ar fi yg € 





se observă uşor c: 





si g pot fi definite 





ху — 2 ахо a? 
T): tg io -- - — 
z,4-2ax,—a* 


, T { 
a ( { 4 4 n 1: . " : us . 
4 1g 70 — 9, осипа zy = atg © în prima egalitate, se obţine, după transformari sim- 
ә а > 
2 с 2 
sin z 1-4 t87 | T А т 
ple, tg Jo ee at. |n po x rezultă yg = 29 — 4 Кут (Ку în- 
- Sin 20 1— tg Zo 4 4 КД 








T 


gð + — + 
4 


= k (2) x; funcţia k(x) аге numai 


avem; f (x) 





f(x) si g (x) sint continue; rezultă А (2) 
k, 91 К(2,) = К, kı 





avea k(x) = 





Lok 


(xy) т; pentru х oarecare 


valori întregi si este continuă 


c (c un anumit număr întreg, deoarece, dacă am 


atunci luînd k] < г< ka, r neintreg, funcţia k (x) —r 


este continuă si ia valori de semne contrare in z, gi Xa, deci se anuleazá intr-un punct 
Zi хә, k (x) — г = 0, adică К (x) = r, ceea ce este exclus, deoarece k (x) ia numai valori 
întregi. 2? Pentru x = a se obține c — 1. 


— 7, min. si f (2) 





5; 3 r| | = 


8. Dreptunghiul fiind ABCD (А si D pe parabolă), se notează 











că AD = 2y, unde y verifică ecuația y = |2 px; se obţine 5 
h 4h V 2 ph 

х= — se obține Sax = ege 
3 3 үз 








max.; у = 1 asimptotă. 


3 
о, 


xz = h— АВ; se observă 


(x)z2( pentru 



























































CAPITOLUL Xl. INTEGRALE 





9. Evident nm — 60; se stie cá forta electromotoare a bateriei de n elemente legate in 


nr; grupind apoi cele m baterii în paralel, forţa electro- 





serie este rezistența interioară 





nr ne 
motoare este ne, rezistenţa interioară — ; aplicind legea lui Ohm, se obţine Ј = — = 
} т пг 
RA+ — 
т 
60 e 60 60 ne A 
= —— ————— 3 înlocuind m = — , rezultă I = = Pentru a rezolva mai rapid 


mR + nr n 60.R + nr 
problema trebuie să se recurgă la derivate; observind, însă, că funcţia I (n) nu este definită 


60 ex 
decit pentru numere întregi, se consideră funcţia f(x) = QUE E definitá, de exemplu, pe 
60 R -+ г: 


60); pe mulţimea numerelor întregi din intervalul [1, 60], funcţia 





[0, 90) (evident 1 





f coincide cu T(n); funcţia f are un maxim pentru zy = 2 | ==; ‹8аса da 2» 60; 
/ r К 

atunci, deoarece f(x) este crescătoare ре [1, 60], maximul lui I (x) este dat de 

n = 60; deei m = 1 (toate elementele se leagă în serie); dacă xj < 60 si dacă ху este întreg 


şi divizor al lui 60, atunci n = r,; dacă xp este întreg, dar nu este divizor al lui 60, sau dacă 


ху nu este întreg, se consideră cel mai mare divizor n, al lui 60, astfel са n, < х0, şi cel mai 


тіс divizor n, al lui 60, astfel ca ng > 2; dacă I (n) > I(n,), atunci n = пу; dacă I(mj) < 
I (n5), atunci n = n5; dacă I (n,) = I (na), se poate lua oricare din numerele n, şi п, (se obţine 





ate formînd baterii fie de cite n, elemente, fie de cite n, elemente); 1° x, > 60, 
zy = 30, deci n = 30; 3? a, ду 12,2; se cercetează I (12) şi I (15); se obţine 


aceeaşi intensi 





deci n = 60; 
I (2) = 2,45 e si 1(15) = 2,4 e, deci se ia п = 12. 
10. Notind cu B' proiectia lui B pe calea ferată, cu M punctul de racordare şi B'M = z, 
2 + 81, a € [0, 30] (B' corespunde lui 
9x 


———$, dacă x, > 30,atunci 
PE a 





costul transportului este ү (2) = «(30 — x) + B | 





т = 0, iar A lui x = 30). Anulind derivata, se obţine rj = 


deoarece y(x) este descrescătoare pe orice interval [0, г], г < zy, minimul lui v (x) pe [0, 


30] este atins în A; dacă х, < 30, punctul de racordare este M dat de B'M = 





se observă că, dacă х0 = 0, adică х = 0, punctul de racordare este in B’ — ceea ce se inter- 


pretează uşor din datele problemei. 








- 1 
11. Pentru 0 — b — — , p(H) are douá extreme (un maxim $i un minim); pentru 
4 
b >> — nu există extreme (и este strict crescătoare). 
4 
12. Notind cu А înălțimea unui con drept înscris în sfera dată se obţine 5 (h) = 
5 DA 4R : " 87 R*, 
= nh|2R(2R-h)s V (h) = — ү 2R — h ; pentru h = — se obţine Smar = m=, 
3 3 3ا3‎ 
4R i ] 7 
pentru h — — se obţine Vas = RE, 
13. 1° а= —5,b = 1, c = —2,d = 1; 2 asimptote: у = 1, = = 2— t= 2 + 





14. а) f (2) = e, max.; f(4) = e$, min.; asimptote: y = 0, = = 3; b) se studiază pe 


2, max.; f (27) = 0, max.; 2 = 





» asimptotă, 
9 


| : [(0)= 0, min.; f 


а 
| 

eo 
I3 





RĂSPUNSURI 


























15. Notind b —a = | şi luind puneteie intermediare la extremitățile stingi ale inter- 
a | A G (n 1) =] x 
valelor parţiale, se obţine: 5, ea e n 6 е! n. | 
n \ 
[ gnatl) ей” 1 1 ri 
= - — – - ) é * notind = în, rezultă 1, 35 0) iar 
= x à 
» n ri Á n 
a 1 
? - ام‎ Ч : 5 pt е A 
numitorul precedent se scrie: гі ———- -, se știe că lim ———— = (e) to = 
Ps 0 (0 1 0 
= #0 — 1; deci, deoarece / 0 avem ri ————— — rle? = rl; rezultă S, — l (e? — era). — 
t, 0 ri 
e? Г; = e € 
== — — deci \ € da 
, 
I i 
E ` PENA. " 21 1 
E” d 0, a SAM c; funcţia căutată este f(x) = ل‎ 2° aria este 
x 
j 27 (13 + 61n 3) 
n 3, iar volumul — 
27 
18. Perioadele funcţiilor sin «f, cos «€. sint respectiv: — , — 35 Jezultà T = 
(Q1 оз» 
2 27 [1 
m - = П (т, п numere naturale); se obține I, = |/ (a? + b). 
о; [0m 2 
2n 1 
19. Știind cà w - se obtine / RAT; rezultă că într-o secundă consumui 
1 2 
1 ; 
mediu de energie este — Ra?, 


20. Notind cu M masa pămintului si cu a distanța dintre centrul pámintului si 


: Е с А х › mM 
corpul considerat, rezultà conform legii atracției universale F (a) = Ah — la su- 


: c uem 5 mM і М я 
prafata pămintului (deci pentru 2 R) se obţine k = mg, deci g К —-—* se calcu» 


R? n 





R+h 
1 9 . " . 1 M 
lează apoi L = | F (x) dz si se înlocuiește in rezultat k > gs se obţine EL = 
J Д? 
R 
An: 
= gm ; lim L(A) gm 
R4 Һәә 
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